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Matematica - Aritmética

La palabra matematicas viene del griego:
W olbnua (mathema) = ciencia, conocimiento o aprendizaje
podnuoatik’ol (mathematikos) = carifio por conocer
Aritmética también viene del griego,
‘apOunTikol (drithmétikos) de
ap1by’' ol (arithmds) = nimero y
ey VN (téchne) = arte o habilidad.

Podriamos definirla como el arte de contar. Es la mas vieja y simple de todas las ramas de las
matematicas, y estudia las propiedades elementales de ciertas operaciones sobre los ntimeros. Es usada a
diario por todo el mundo, tanto en las actividades mas elementales como en las ciencias mas sofisticadas
y complejas.

La primera “operacion” con numeros no es sumar. La primera operacion es contar, que ni siquiera es
exclusiva de los seres humanos. Hay experimentos que prueban que muchos animales cuentan. Usando la
operacion contar como unica herramienta uno podria llegar a realizar las siete operaciones elementales
cuando sdlo involucren nimeros naturales. Veamos un ejemplo elaborado por Richard Phillips
FEYNMANN (norteamericano, 1918-1988), premio Nobel en Fisica. Supongamos que estamos hablando
a un grupo de gente que sabe contar, pero no sabe sumar ni restar y queremos darles una idea de como se
hace una resta. Como ejemplo tenemos el nimero 584 y queremos restarle el numero 236. Hacemos esta
operacion contando primero 584 porotos que vamos poniendo en una olla. Después sacamos, uno a uno
236 porotos. Finalmente contamos los porotos que quedan en la olla (348) y éste es el resultado de la
resta. El método es eficaz, ya que se logra el resultado propuesto, pero es altamente ineficiente. El
algoritmo de la sustraccion es muchisimo mas eficiente, pero lleva bastante tiempo llegar a entenderlo,
aprenderlo y, ademas, aceptarlo como el resultado correcto de la sustraccion.

Para hablar de aritmética no es necesario definir un sistema privilegiado de numeracion ni de notacion.
Pero debe advertirse que algunos sistemas son mas convenientes que otros. Los numeros romanos
(sistema aditivo) son especialmente tediosos para cualquier tipo de operacion. Los arabigos (sistema
posicional), en cambio, son mucho mas dinamicos y se han adoptado universalmente. De haberse
adoptado mas temprano muy posiblemente se habrian logrado desarrollos matematicos (y
consecuentemente en el resto de las ciencias naturales) mucho antes de lo que histéricamente ocurri6. Los
numeros arabigos fueron desarrollados por un matematico indo, cuyo nombre se perdid, y adoptados
luego por los arabes.

Primeros tiempos

La prehistoria de la aritmética cuenta con muy pocos elementos. El mas importante de ellos es quizas el
conocido como hueso de Ishango (fig. 1), encontrado a las orillas del Nilo (Africa), y que fue hecho
alrededor de 18000 a 20000 afios antes de Cristo.



Figura 1: Fotografia del hueso de Ishango

El hueso tiene una serie de muescas que indican procesos de multiplicacion y division por dos, una
columna con nimeros impares y los primos que existen entre el numero 10 y el 20 (11, 13, 17 y 19), de
modo que debemos interpretar que el que lo hizo conocia el concepto de la multiplicacion y division. Un
hueso parecido de 37000 afios de antigiiedad fue encontrado en Swazilandia (Africa). Otro, con 57
muescas que data de 32000 afos fue encontrado en Checoslovaquia.

Papiro de Moscu: Si se os dice: una piramide truncada de
h =6y de base 4 y 2, debes tomar el cuadrado de 4 que es
16, después doblar 4 para obtener 8, tomar el cuadrado de 2
que es 4, sumar 16, 8 y 4 para obtener 28, calcular 1/3 de 6
que es 2, multiplicar 28 por 2 que da 56, veis que es 56; lo
has calculado correctamente.

Problema 14 del papiro de Moscu :

Vzg(az +b° +ab)

VA4 W4 /f" f,f Los pueblos mesopotamicos (2000 a C) usaban:
d

? ZESECHl

Figura 2: Piramide truncada

1850 afios antes de Cristo los babilonios tenian so6lidos conocimientos de casi todos los aspectos de la
aritmética elemental. Se encontraron medio milléon de tablitas de ceramica con escritura cuneiforme y
unas 400 son de matematicas. En la tablitas hay tablas de multiplicar, trabajos con fracciones, resolucion
de ecuaciones lineales, etc. Hoy se llama formula de BHASKARA (indio, 1114-1185) a la resolvente de
la ecuacion de segundo grado (Bhaskara investigd en profundidad este problema), pero los babilonios la
sabian resolver 3000 afios antes. También trabajaron con la ecuacion de tercer grado (que hoy se
introduce en la Universidad). Ellos usaban el sistema sexagesimal (base 60) que tiene mejores divisores
que la base 10, pero es obviamente mas dificil, pero atin hoy usamos esa numeracion para medir el tiempo

y la amplitud de los angulos. Los babilonios calcularon la /2 con cinco cifras decimales. La humanidad
ya manejaba la suma, resta, multiplicacion, division, potenciacion y radicacion con niimeros positivos
desde hace unos 4000 afios.

Alrededor del afio 1650 antes de Cristo los egipcios escribieron los que hoy se conocen como papiros
matematicos de Moscu, Rhind y Berlin, donde se describen algoritmos para la multiplicacion, el uso de
fracciones y calculos sumamente complicados, como determinar el volumen de una pirdmide cuadrada
truncada (figura 2), con una base inferior con lados de 4 unidades, una base superior con lados de 2
unidades y una altura de 6 unidades. El resultado que obtuvieron (56 unidades ctbicas) es el correcto.
Trabajaban con suma, resta, producto, cociente, series aritméticas y geométricas, ecuaciones lineales, etc.
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En el papiro de Berlin que es un poco anterior (= 1800 afios antes de Cristo) los antiguos egipcios
demuestran que podian resolver la ecuacion de segundo grado.

Las siete operaciones elementales. Definiciones y restricciones

Se definen las siete operaciones elementales entre dos nimeros a y b como:
Suma: a+b (Tanto a como b se llaman sumandos).
Resta: a - b (a es el minuendo y b es el sustraendo).

Producto: axb=a.b=a «b (aes el multiplicando y b es el multiplicador, pero ambos son factores) (El
simbolo = significa identicamente igual)

Division: a/b=a:b=a+b (aesel dividendo y b es el divisor). b debe ser diferente de cero, porque
la division por cero es una operacion prohibida.

Potencia: a"=a”b (aeslabase y b es el exponente).

Raiz: b\/ a (a es el radicando y b es el indice). b debe ser diferente de cero, porque no tiene sentido la
raiz cero de un numero.

Logaritmo: logy, a (a es el nimero del logaritmo y b es la base). b_debe ser diferente de cero y también
diferente de 1. Caso contrario no tiene sentido el logaritmo.

I Mas adelante vamos a comentar detalles del logaritmo. I

Los indos (alrededor de 800 a 600 afios antes de Cristo) usaban niimeros irracionales, nimeros primos,
raices cuadradas y cubicas, calculaban la superficie del circulo, resolvian ecuaciones lineales y
cuadraticas, elaboraban demostraciones del teorema de Pitagoras, etc.

Desde muy temprano, todas estas civilizaciones contaban con el teorema de Pitagoras, mucho antes de
que PITAGORAS (griego, -582,-507) hubiera nacido.

Debe ponerse de relieve el alto respeto y aprecio de las primeras civilizaciones por la aritmética, y en
particular debe destacarse el afecto hacia esa parte de la matematica manifestado por la escuela
pitagoérica (Grecia) seis siglos antes de Cristo.

Existe una profunda conexion entre el uso y evolucion de las operaciones y el desarrollo del ntimero.
Vamos a verlos conjuntamente.

El nimero natural

Todos hemos dado los primeros pasos en el conocimiento de la aritmética a través de contar con los
numeros naturales. La historia de la humanidad también.

Ellos forman el conjunto N:

N={1,2,3,..}
En los origenes de muchas civilizaciones parecio obvio escribir el nlimero uno como una rayita vertical,
el dos como dos rayitas, y asi sucesivamente. Al actual nimero 1 se lo puede pensar como una reliquia
viviente de aquella realidad, y es uno de los cinco nimeros fundamentales de la matematica. Los nimeros
naturales nacieron con la necesitad contar, tanto cosas concretas (4 hijos, 3 pajaros) como abstractas (2
ideas, 1 suefo) y para ordenar (el tercero de la fila).

La representacion grafica de los ntimeros naturales se hace como puntos sobre una recta (fig. 3),
formando una sucesion y dejando puntos suspensivos para significar que contintian infinitamente.
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Figura 3: Representacion grafica de los nimeros naturales

Como ya hemos dicho las cuatro operaciones elementales sobre niumeros naturales (suma, resta, producto
y division) se pierden en la prehistoria.

Dado dos numeros naturales a y b cualesquiera, el resultado de su suma (a + b), su producto (a x b) y su
potencia (a” ) siempre son nimeros naturales. Pero para el resto de las operaciones (resta, potencia, raiz y
logaritmo) el resultado puede ser que no sea un natural. Por ejemplo, no son nimeros naturales el

resultado de: 12-15; 7/5; \/5 y logs;4.

Esto motiva la busqueda de extensiones del concepto de nimero para salvar este obstaculo.

Leyes formales: Principio de permanencia

La extension del concepto de ntimero debe hacerse mediante un principio de permanencia de las leyes
formales, enunciado por Hermann HANKEL (aleman, 1839-1873): “Al generalizar un concepto se debe
tratar de conservar el mayor nimero de propiedades, y el nuevo concepto debe corresponder como caso
particular del anterior”.

Por ejemplo, consideremos la extension de los nimeros naturales a los enteros, y sea el producto el
concepto a conservar. Lo que fija el principio de permanencia en este caso es que el producto de enteros
debe conservar la mayor cantidad posible de las propiedades que tiene el producto de naturales y que las
propiedades del producto en el campo de los numeros enteros deben ser iguales a las de los nimeros
naturales para el caso particular en que los factores sean nimeros naturales.

Este debe ser asi para todas las extensiones (naturales = enteros —> racionales = reales = complejos) y
para las generalizaciones de cualquier concepto (suma, resta, multiplicacion, division, potencia, raiz y
logaritmacion).

Numeros enteros

La primera extension son los numeros enteros, que forma el conjunto Z, y que resulta de agregar los
numeros negativos y el cero a los naturales.

Z=1{..,3,-2,-1,0,1,2,3, ..}

La representacion grafica de los niimeros enteros se hace como puntos sobre una recta, ahora desde
menos infinito a mas infinito:

Enteros
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e
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Figura 4: Representacion grafica de los niimeros enteros

Una consecuencia de los enteros es que existen nimeros que son menores que cero: todos los negativos.
Esto llevo a que por mucho tiempo la soluciones negativas, por ejemplo 12 - 17, fueron consideradas
“falsas” porque no las podian pensar como parte del mundo real. Era dificil imaginar un ntimero negativo
de ovejas, ya que era algo menor que cero.

Las primeras menciones en la historia de los nimeros negativos proceden de la China y de la India. Los
chinos, entre 100 y 50 afios antes de Cristo, trabajaban con coeficientes positivos (que escribian con
barras rojas) y negativos (que escribian con barras negras). O sea exactamente al revés de la convencion
que se usa hoy en economia, ya que los nimeros en rojo se entienden como negativos mientras que los
azules o negros se entienden como positivos. Por eso se dice que las finanzas de una persona estan en rojo
si tiene mas deudas (negativo) que capital (positivo). Los chinos resolvian sistemas de ecuaciones que
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involucraban a numeros negativos. Aproximadamente al mismo tiempo en la India hacian célculos con
nimeros negativos a los que distinguian usando el signo “+” como signo negativo.

Tres siglos después de Cristo, DIOFANTO de Alejandria (griego, ~ 200/214, ~284/298), en su libro
Aritmética, califica a la ecuacion

4x+20=0

(cuyo resultado es una x = -5) como absurda. Los niimeros negativos no existian en el Mediterraneo.

Introduccion de los niimeros negativos

La introduccion elemental de los numeros negativos puede presentar alguna dificultad. Pero no es
demasiado traumatica. Veamos ejemplos:

Un nifio tiene $ 10 y le pide prestado $ 20 a su hermano mayor. ;Cuanto dinero propio tiene? En el
bolsillo tiene $ 30 pero como debe $ 20 al hermano entonces so6lo tiene $ 10 propios:

Dinero propio=$ 10 +$20-$20=$ 10

Luego gasta $ 25 en la compra de un libro. Ahora ;cuanto dinero propio tiene? En total le quedan $ 5 en
el bolsillo pero como debe $ 20, realmente le faltan $ 15 para no tener nada. O sea:

Dinero propio =10 +20 - 20 - 25 =-15

y por eso es correcto pensar que tiene $ 15 negativos (- $ 15). Se observa la conveniencia de asociar los
nimeros negativos a la deuda.

Otro problema. Un padre tiene 32 afios y el hijo 5. ;De aca a cuantos afios el papa tendrd 10 veces la edad
del hijo?

Sea x el tiempo buscado. De aca a x afos el padre tendra 32 + x y el hijo 5 + x afios. Como el padre debe
tener 10 veces mas que el hijo, esto escrito como una ecuacion es:

324+x=10(5+x%x)= 50+ 10x
32-50=10x-x=9x

y el resultado es x = - 2, lo que significa que hace dos afios se cumplia lo que pide el problema. Y esto es
cierto, hace dos afios el hijo tenia 3 afios y el papa tenia 30, o sea diez veces mas que el hijo.
[Y.PERELMAN-Algebra Recreativa-Mir-(1978)]

Las operaciones con nimeros negativos

Una consecuencia de la incorporacion de los nimeros negativos es que la suma y la diferencia se integran
en los enteros es una sola operacion:

4-(+2)=4+(-2)=2
(restar significa sumar su opuesto)

El producto de un positivo (o sea un natural) por otro positivo es un niimero positivo. Esto es obvio para
mantener las reglas formales ya usadas en los naturales.

Un positivo por un negativo es un numero negativo y también un negativo por un positivo. Si entiendo las
ganancias como valores positivos y las pérdidas como valores negativos, y perdi una apuesta con 7
amigos, y a cada uno de ellos le habia apostado $ 2, es decir, con cada uno tengo una deuda (negativa) de
$ 2, entonces la deuda total que tengo es $ 14. O sea: 7 x (-2) = - 14.

Veamoslo con un poco de mayor rigor: suponiendo que no supiéramos cuanto es el resultado de + x - 6 de
- x +. Usando la propiedad distributiva, dados tres nimeros naturales a, b y ¢ tendremos que:

(a-b)xc=axcx?bxc

y expresamos como una duda ;*? el signo del producto de - b x ¢. Observamos que si a = b, entonces
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necesariamente (a - b) x ¢ debe ser nulo. Y para que esto ocurra es imprescindible que el signo sea
negativo. De modo que el producto de + X - 6 de - X + debe ser negativo.

Negativo por negativo da positivo. Veamos con un ejemplo la razén de este raro resultado. Haciendo
primero las restas y después multiplicando sabemos que:

(7-2)x(5-3) =5x2 =10
Usando la propiedad distributiva se debe obtener este mismo resultado:
(7-2)x(5-3)=
T x5+ 7 x(-3)+(-2) x (5) (2 (-2) x (-3) =
35-21-10¢£? (-2) x(-3)=10

donde nuevamente escribimos ;+? para representar la duda con respecto a qué signo (+ 6 -) debe tener el
resultado. Pero no queda mas remedio que éste sea positivo:

(-2) x (-3)=+6

para que la suma 35 - 21 - 10 + 6 sea igual a 10.

Explicado en términos mas generales, si tengo dos nimeros naturales a y b y calculamos:
(a-b)x(a-b)y=a*-2abx?b’

nuevamente observamos que si a = b entonces el resultado es nulo e imprescindiblemente (-b)x(-b) tiene
que ser + b?, es decir, - x - debe ser +.

Otro resultado interesante (y coherente con operaciones con potencias que se mostrara mas adelante), es
que

a ’=1/a"

mientras que las raices con indice par de nimeros negativos, tal como

3-25 =+-25

no tienen solucidon dentro del campo de los enteros, y ni siquiera dentro del campo de los reales.

Seis siglos después de Cristo en la India ya habian adoptado los nimeros negativos para representar
deudas. En el afio 628 el matematico BRAHMAGUPTA (indio, 598-670) discute el uso de los nimeros
negativos para la forma general de la ecuacion de segundo grado, encuentra soluciones negativas también
de las ecuaciones de segundo grado y expresa reglas para trabajar con nimeros negativos y con el cero.
El llama a los nimeros positivos como “fortunas”, al cero como cifra y a los niimeros negativos como
deuda. Cinco siglos mas tarde Bhaskara también da las soluciones negativas de las ecuaciones de segundo
grado, pero las rechaza como inapropiadas en el contexto del problema.

El mundo islamico toma conocimiento en el siglo VIII de las ideas de Brahmagupta y en el siglo X los
matematicos arabes usaban los nlimeros negativos en el concepto de endeudamiento.

Los matemadticos europeos tomaron conocimiento de los numeros negativos a través de traducciones de
trabajos arabes e indos. Pero se resisten al concepto de numeros negativos hasta el siglo XVII. Una
excepcion fue Leonardo de PISA, o PISANO o BIGOLLO, también llamado FIBONACCI (italiano,
~1170/1180-1250) que us6 numeros negativos interpretandolos como débitos y mas tarde como pérdidas.
De paso vale la pena acotar que Fibonacci fue quien introdujo los numeros arabigos en Europa. El primer
trabajo europeo que usé numeros negativos fue el de Nicolas CHUQUET (francés, 1445/1455 -
1488/1500) en el siglo XV, usandolos como exponentes (con el mismo concepto actual de exponente
negativo) pero advirtiendo que eran nimeros absurdos. En 1750 el matematico inglés Francis MASERES
(inglés, 1731-1824) dijo que “los niimeros negativos oscurecen la doctrina completa de las ecuaciones y
hacen oscuras a las cosas que en su naturaleza son excesivamente obvias y simple”. El lleg6 a la
conclusion de que los numeros negativos no existen.

Los numeros negativos no fueron bien entendidos hasta los tiempos modernos. Era practica comiin



ignorar todo resultado con nimeros negativos con la idea de que no tenian sentido. Esta practica,
lamentablemente, sigue en parte hasta nuestros dias. Un formulario norteamericano actual dice:

“Si la linea 61 es mayor que la linea 54, reste la linea 54 de la linea 61. Esta es la cantidad
(positiva) que usted ha pagado de mas.”

“Si la linea 54 es mayor que la linea 61, reste la linea 61 de la linea 54. Esta es la cantidad
(positiva) que usted debe.”

Los nimeros negativos siguen relativamente cuestionados. Cualquier chico sabe que al tomar un ascensor
en la planta baja si aprieta el boton +2 del ascensor sube dos pisos y si aprieta el boton -2 baja dos pisos,
hacia el subsuelo, o una temperatura de 5 grados bajo cero es cinco grados menor que el cero, pero los
negativos todavia no entraron en la escuela primaria.

Una consecuencia inmediata que resulta al unir los nimeros naturales a los negativos es la necesidad de
un nuevo numero, el cero:

3-1=2
3-2=1
3-3=0

Sin el cero tendriamos operaciones sin resultado, y el conjunto tendria un agujero logico.

En la antigliedad no existia el nimero cero. Durante miles de afios los babilonios usaron simbolos escritos
para representar nimeros sin usar el cero. El cero al principio se us6é para ocupar una posiciéon vacia y
poder distinguir asi nimeros como 345, 3045, 3405 6 3450, pero no para ser usado en operaciones. En el
siglo I los mayas ya tenia el cero (un 6valo con un arco inscrito%=#). Cinco siglos después, los hindues
usaron un circulo o un punto para representar al cero, pero el punto cay6 en desuso mas tarde. La palabra
cero en hindu era sinya, que significa hueco o vacio; esta palabra pasé al arabe como sifr, que es la raiz
de las palabras cifra y cero.

Dada sus especiales caracteristicas, el cero tiene bien ganado el derecho de ser uno de los cinco niimeros
mas importantes de la matematica. Con los nimeros enteros desaparecen las limitaciones a la resta, y la
suma y la diferencia de dos nimeros enteros también es un entero.
Operaciones que involucran al cero
Sea a = 0, entonces:

at0=0+a=a

a-0=-0+a=a

ax0=0xa=0

0/a=0

a/0 joperacion prohibida!

a’=1

0'=0

Ya joperacion prohibida!

log,1=0
log, 0 no tiene sentido como operacion, pero tiende a menos infinito

logy a joperacion prohibida!

La incorporacién de los numeros negativos y el cero lleva a que los nimeros enteros sea un conjunto
cerrado para la suma y su operacion inversa, la resta. O sea que sumando y restando enteros el resultado
siempre pertenece al conjunto de los numeros enteros.

No ocurre asi con la potencia, la raiz o el logaritmo. Un numero natural elevado a un nimero natural es
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siempre un nimero natural, pero un entero elevado a una potencia entera no siempre es un entero (EI
resultado de 4 “* = 1/4*=1/16 no es un entero). En este sentido retrocedimos con respecto a los naturales.
Los enteros tampoco son cerrados a la radicacion ya que en general la raiz de un entero no es un entero
(por ejemplo \2) y tampoco lo es en general frente a la operacion de logaritmacion (por ejemplo, logs 4).
Debemos buscar una nueva extension para remediar esta imposibilidad de operacion.

Numeros racionales

Los numeros racionales se expresan como el cociente de dos nimeros enteros, o sea m/n donde m y n son
enteros. Como caso particular, si n = 1, entonces m/n = m/l = m y comprende a todos los enteros. El
conjunto de los racionales se llama Q:

Q={mh:meZ,ne”Z n=+0}
Ese cociente m/n permite infinitas representaciones del mismo nimero.
2/3=4/6=5/15=6/9= ...=1024/1536 = ...

Cuando m y n no tienen divisores comunes (como 2/3) se dice que es una fraccion irreducible.

Racionales
0 i Ot i e i et et i b ]

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 5: Representacion grafica de los nimeros racionales

Los racionales ya tienen varios milenios de vida. Los egipcios hace unos 4000 afios expresaban cualquier
numero racional positivo como la suma de las reciprocas de enteros positivos. Por ejemplo:

5 1 1 1

72 6 21

Esta representacion no es univoca y también aqui hay infinitas posibilidades. Pero este resultado
demuestra que sabian trabajar con fracciones, si bien s6lo con numeradores y denominadores positivos.

También los babilonios trabajaban con fracciones. Todo numero decimal que tenga un numero finito de
cifras o que sea periddico es un numero racional, y todo racional se expresa en forma decimal con un
numero finito de cifras o como un decimal periddico. Se puede demostrar que ambas formas son
equivalentes. Como ejemplos:

7/5=1,4

1/3=0,33333333333... = 0,§
1/23 =0.0434782608695652173913043478260869565217391304347826086... =

0.04347826086956521739130

Si pusiéramos los nlimeros racionales sobre una recta encontrariamos que forman un conjunto denso en la
misma, en el sentido de que si elegimos un punto cualquiera de la recta, alrededor de €l y tan cerca como
queramos, vamos a encontrar nimeros racionales. En consecuencia la representacion grafica se hace
sobre una recta desde -0 a +oo, alrededor de cada punto de la recta habra racionales aunque, como
veremos mas adelante al hablar de los reales, hay infinitos puntos sobre la recta que no son nimeros
racionales.

Dado dos numeros racionales A y B se puede determinar siempre si A > B, si A <B o si A = B, propiedad
que también tienen los naturales y los enteros, y permite definir una relacion de orden entre nimeros de
estos conjuntos.




Otra propiedad notable es que pueden ponerse en correspondencia con los nimeros naturales, y de este
modo pueden numerarse. O sea que se puede hacer una doble fila (infinita) donde en una de la filas
tenemos los numeros naturales y en la otra los niimeros racionales irreducibles. Para ello se usa como
criterio de orden que sea anterior el nimero fraccionario que tenga la menor suma de sus dos términos (la
suma del nimerador y del denominador), en caso de igual suma el de menor denominador y en caso de
igual suma e igual denominador el que sea positivo. Asi resulta la ordenacion (la columna de la izquierda

con los numeros 1, 2, 3, ..., 20 es la de los nimeros naturales y la de la derecha es la de los nimeros

racionales):
1 171 11 4/1
2 -1/1 12 -4/1
3 2/1 13 372
4 -2/1 14 -3/2
5 12 15 2/3
6 -1/2 16 -2/3
7 3/1 17 1/4
8 -3/1 18 -1/4
9 1/3 19 51
10 -1/3 20 -5/1

donde va quedando perfectamente definido el orden de cualquier nimero racional.

El producto de dos racionales es otro racional, cuyo numerador es el producto de sus numeradores y su
denominador el producto de sus denominadores (b # 0, d # 0):

a/b x ¢/d = (axc) / (bxd)

y como consecuencia inmediata el producto de un racional (a/b) por su inversa (b/a) es la unidad (a # 0,
b #0):

a/b x b/a = (axb)/(axb) =1

de modo que
1/(a/b) =b/a

Como consecuencia de que 1/(c/d) = d/c tendremos:
(a/b) / (c/d) = (a/b)*(d/c) = (a*d)/(b*c)

y observamos que dividir un numero racional por otro es equivalente a multiplicarlo por su inversa. Los
numeros racionales integran el producto y el cociente en una misma operacion.

También se integran las potencias con las raices, ya que:

L b 4
¢ \a c —f ¢
— = — = Dbl| —
(d ] \ (d j \ (d j
Operaciones con potencias
Si a es cualquier numero diferente de cero y n es entero, entonces:
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a" =axaxax..xa

< n veces —>

En consecuencia

resultado valido para cualquier “a” diferente de cero.

Por otro lado:

(an)]'l‘l — an><m
= -]

La suma y la operacion inversa (resta) de dos racionales es otro racional y el producto y la operacion
inversa (cociente) también es otro racional. De este modo vemos que se ha logrado un significativo
avance, ya que los racionales forman un conjunto cerrado frente a la suma y frente al producto.

No ocurre lo mismo frente a la potencia, la raiz y el logaritmo entre racionales, ya que muchas veces el

resultado no es un racional [por ejemplo 5", v—4 , logs 7]. Hay que seguir buscando para llegar en algtin
momento a un conjunto tal que sea cerrado a las siete operaciones

Numeros irracionales

Se llaman nimeros irracionales a los niumeros que no se pueden expresar como un cociente m/n, donde m
y n sean enteros, y se llama J al conjunto de los nimeros irracionales:

J = puntos de la recta real que no pueden expresarse comom/ncon me Zyne ”Z

Es obvio de su definicion que el conjunto de los racionales no tiene puntos en comtn con el conjunto de
los irracionales. Un niimero es racional o es irracional, pero no puede ser simultineamente las dos cosas.
Una consecuencia inmediata es que los niimeros irracionales se expresan en forma decimal con un
numero infinito de decimales que no tienen ningtin periodo, ya que si se pudiera expresar con un niimero
finito de cifras, o como un decimal perioddico, seria un racional.

Los griegos demostraron que +2 no es un numero racional porque de ningiin modo podian expresar esta
raiz como un cociente a/b, con a y b naturales (tampoco con enteros). (La demostracion es por el
absurdo).

Lo mismo puede demostrarse con las raices cuadradas de cualquier nimero que no sea un cuadrado
perfecto. O sea que se puede demostrar que V3,45,46,7, ete. son irracionales. En cambio /4 6 v/9

son racionales ya que 4 6 9 son cuadrados perfectos y sus raices dan como resultado a 2 ¢ 3. De igual
modo son irracionales las raices cubicas, cuartas, quintas, etc. de todos los nimeros si se excluyen las
potencias perfectas. Estos puntos son infinitos, y no son racionales ya que no estan incluidos en la
definicion de los racionales. No se pueden escribir como decimales periddicos. Hay infinitos puntos
irracionales sobre la recta. jDe hecho hay infinitamente mas nimeros irracionales que racionales!

Se llaman irracionales algebraicos a los irracionales que son raices de nimeros racionales, o los que son
soluciones de polinomios de cualquier grado con coeficientes reales. Tal es el caso, para el grado igual a
2, de las dos raices de:

ax’+bx+c=0
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(a # 0) siempre y cuando a, b y ¢ sean reales, y que su discriminante {b’ - 4 a ¢ > 0} sea mayor o igual
que cero.

Pero también existen irracionales que son soluciones de ecuaciones trascendentes, tal como soluciones de
funciones trigonométricas, exponenciales, logaritmos, etc., y que en ningln caso pueden ser soluciones de
polinomios:

sin 17°=10,2923717047227367280974686953771432526647...
e’ = 78962960182680,69516097802263510822421995619511535233...

log, 5=2,821928094887362347870319429489390175865....

A esos numeros irracionales se los llama trascendentes. Dos casos particularmente interesantes son Tt y €.

Numero ©

Primero vamos a ver diferentes calculos del valor de m, y luego vamos a comentar su caracter de nimero
irracional.

Es bien conocido que el cociente entre la longitud de una circunferencia y su didmetro es una constante
llamada universalmente “n”. Por razones practicas y tedricas interesa conocer con bastante precision el
valor de .

“Hizo fundir asimismo un mar de diez codos de un lado al otro, perfectamente redondo. Tenia cinco
codos de altura y a su alrededor un cordon de treinta codos (I Reyes 7,23) (Il Cronicas 4,2)”

Esto nos da un valor de m igual a 3, seguramente obtenido por medicién directa. En Egipto y en la
Mesopotamia se usaban valores mas precisos, 25/8 = 3,125y V10 = 3,162... En el papiro Rhind se da un
valor de 4 (8/9)* = 3,16049. ..

El primer célculo tedrico conocido fue el de ARQUIMIDES de Siracusa (griego -287, -212) que obtuvo:
223/71 <m <22/7
3+10/71 <n<3+10/70
3,1408 <m < 3,1428

como cotas inferior y superior de un poligono regular inscripto y uno regular circunscripto. Para obtener
esta precision debidé manejar poligonos de alrededor de 90 lados.

7
\__

Figura 6: Poligonos inscriptos y circunscriptos

Estos resultados se mejoran cuando se usan poligonos con mayor numero de lados. Asi se fue logrando:

Matematico Fecha Cantidad de Valor
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decimales
Papiro Rhind -2000 |1 3,16045 (= 4(8/9)2)
Archimedes -250 |3 3,1418 (promedio)
Vitruvius -20 1 3,125 (=25/8)
Chang Hong 130 1 3,1622 (=V10)
Ptolemeo 150 3 3,14166
Wang Fan 250 1 3,155...(= 142/45)
Liu Hui 263 5 3,14159
Zu Chongzhi 480 7 3,141592920 (= 355/113)
Aryabhata 499 4 3,1416 (= 62832/2000)
Brahmagupta 640 1 3,1622 (=V10)
Al-Khwarizmi 800 4 3,1416
Fibonacci 1220 3 3,141818
Madhava 1400 11 3,14159265359
Al-Kashi 1430 14 3,14159265358979
Van Ceulen 1596 35 3,1415926535897932384626433832795029
Rutherford 1824 440
Ferguson 1947 710 Con computadora
Genuys 1958 10.000 Con computadora
Guilloud,Bouyer 1973 1.001.250 Con computadora
Chudnovskys 1989 1.011.196.691 Con computadora
Kanada, Takahashi | 1999 206.158.430.000 Con computadora

Hasta el resultado de Ludolf van CEULEN (aleman, 1540-1610) se calculaba siguiendo el método de
Arquimides, tomando la longitud de la circunferencia como un valor intermedio entre perimetros de
poligonos inscriptos y circunscriptos.

John WALLIS (inglés, 1616-1703) hizo un progreso notable: encontr6é una férmula para determinar m:

T _ 2x2x4x4x6x6x8x8x...
2 Ix3x3x5x5x7xTx9x%...

que hoy se la conoce como el producto de Wallis. Pi/2 esta dado por el cociente de dos productos
infinitos. El numerador es el producto repetido de los niimeros naturales pares y el denominador es el
producto repetido de los naturales impares. Esta formula fue prontamente mejorada, no se sabe bien si por
Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (aleman, 1646-1716) o por James GREGORY (1638- 1675), aunque sigue
siendo lentamente convergente:

wa=1-"+Ys -+ ...

0 sea sumas y restas alternadas de los inversos de los numeros impares, hasta infinito. Con calculos
manuales y formulas mejoradas se llegaron a determinar hasta 620 cifras de m. Con la computadora se ha
calculado m con mas de 200.000.000.000 de cifras. Esto realmente es un entretenimiento académico y no
una necesidad practica. Solo se necesitan 20 digitos de 7 si se quisiera calcular la circunferencia de la
orbita de la Tierra con una precision igual al espesor de un cabello.

Una forma de memorizar los 20 primeros digitos es con este poema, so6lo hay que contar las letras de cada
palabra:

Soy y seré a todos definible
mi nombre tengo que daros
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cociente diametral siempre inmedible
soy de los redondos aros
Las primeras 60 cifras de © son:
7 =3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923...

En ningtin caso se encontr6 un periodo en la expresion decimal de 7 lo que permitia sospechar que no
era un nimero racional. El paso siguiente lo dio Johann Heinrich LAMBERT (aleman, 1728-1777)
en 1761 quien demostr6é que T es un nimero irracional. En 1882 Ferdinand von LINDEMANN (aleman,
1852, 1939) avanz6 atin mas y demostré que 7 es un nimero trascendente, lo que significa que no existe
ningun polinomio de ninglin grado, con coeficientes racionales, que tenga a T como raiz.

7 integra el club de los cinco nimeros mas importantes de las matematicas.

Logaritmos

Determinar el logaritmo de ¢ en base a es encontrar el exponente b tal que (a=0ya = 1):
b

a=c

0 sea:
log.c=Db

por ejemplo, el logaritmo de 8 en base 2 es 3:
log, 8 =3

ya que
2’=38

[3PRE)

O sea que el logaritmo es la potencia a la que hay que elevar a “a” (que se llama base) para obtener a “c”.

Antes del desarrollo de las computadoras y las calculadoras, el uso de las tablas de logaritmos
simplificaba mucho los célculos, ya que con logaritmos un producto se calcula mediante una suma y una
potencia con un producto. Se baja un nivel la dificultad (ver operaciones con logaritmos).

Los logaritmos nacieron en la antigua India, dos siglos antes de Cristo. Cuatro siglos después los indos ya
usaban los logaritmos en base 2 para calcular diferentes operaciones matematicas. VIRASENA (indio,
siglo VIII) describe logaritmos en base 2, 3 y 4. En el siglo XIII los matematicos arabes ya tenian tablas
de logaritmos.

Operaciones con logaritmos

Los logaritmos de productos, cocientes, potencias o raices tienen las siguientes propiedades:
log, (b x ¢) = (log, b) + (log, ¢)
log, (b + ¢) = (log, b) - (log, ¢)
log, (b°) =c x (log. b)

log, (§/b ) = (log, b)/c

(o sea que el producto o cociente pasa a ser una suma o una resta y la potencia y la raiz pasa a ser un
producto o un cociente)

alogﬂb -b
log,a"=b
Los logaritmos de sumas o restas no se simplifican:

log, (b+¢) =log, (b +¢)
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loga (b - C) - loga (b - C)

En el siglo XVII, el relojero Joost (o Jobst) BURGI (suizo, 1552-1632) descubre los logaritmos como una
herramienta de calculo, aunque no publica su descubrimiento hasta 1620. En 1614 John NAPIER,
(escocés, 1550-1617) publica un libro con resultados similares, y de alli en adelante se habla de los
logaritmos neperianos. El uso de los logaritmos es una contribucion importante para el avance de las
ciencias y de la técnica, en particular de la astronomia, la agrimensura, la navegacion y de otras ramas de
las matemadticas. Napier llama “numeros artificiales” a los logaritmos y numero naturales a los
“antilogaritmos”. La palabra logaritmo la formé Napier de Aoyol (logos), razon, cociente, proporcion y
apBpol (arithmos), mamero, debido a que una serie aritmética de logaritmos corresponde a una serie
geométrica de nimeros. Para trabajar con logaritmos eran necesarias tablas que fueron calculadas con
diferente cantidad de decimales (desde 8 en adelante; Adams calcul6 el logaritmo de e en base 10 con 272
decimales en 1887).

Las calculadoras y las computadoras volvieron obsoleto el uso de la tabla de logaritmos como
herramienta de calculo. No obstante el concepto de logaritmos es de suma importancia para resolver
problemas concretos. Por ejemplo, si un pais aumenta su poblacion en un 2 % anual, ;en cuanto tiempo
duplica su poblacion?

(Respuesta: tiempo = Log, 2/Log, 1,02 = 35 afios; es practico resolverlo trabajando en base 10 (a = 10) 6
en base e (a =e).

Los logaritmos son imprescindibles en la matematica superior.

Numero e

[{P% L)

e” resulta un numero definitivamente importante pero dificil de presentar. Aparecié primero en el

(1PNl

calculo de los logaritmos y mds tarde en toda la matematica superior. En una primera definicion “e” es el
limite de (1 + 1/n)" para n tendiendo a infinito:

e=lim, _, (1+ l)Il
n

. n . . .
o sea el valor al que va tendiendo ( 1 + 1/rl )" cuando n va creciendo indefinidamente, tomando valores
cada vez mas grandes.

En una segunda definicion es el resultado de la suma infinita (o sea tomando infinitos términos) de la
serie:

donde 2! =1x2=2
31=1x2x3=6
n! = 1x2x3x_.%(n-1)xn
y la suma no diverge, sino que se mantiene acotada (siempre es menor que 3).

Una tercera definicion de “e” es la fraccion continua:

15



e-1-1+
1+ 1

1

2+
1+ 1

1+ 1

1

4+ 3

1+
1+

1

B+ .ee

donde se van agregando infinidad de divisores.

En los tres casos el resultado final es el mismo. A continuacion se da una tabla donde se muestra como
evolucionan los resultados de las tres definiciones para n creciendo indefinidamente.

n Primera Segunda Tercera
definicion definicion definicion
1 2,0000 2,0000000000 | 2,0000000000
2 2,2500 2,5000000000 | 3,0000000000
3 2,3704 2,6666666666 | 2,6666666666
4 2,4414 2,7083333333 | 2,7500000000
5 2,4883 2,7166666666 | 2,7142857142
6 2,5216 2,7180555555 | 2,7187500000
7 2,5465 2,7182539682 | 2,7179487179
8 2,5658 2,7182787698 | 2,7183098591
9 2,5812 2,7182815255 | 2,7182795698
10 | 2,5937 2,7182818011 | 2,7182835820
100 | 2,7049 2,7182818284 | 2,7182818284

[Pt

Hoy en dia, con computadora, puede calcularse “e” con la cantidad de cifras que se desee.

En el desarrollo decimal de “e” no se observa ningin periodo lo que es un indicio de que podia ser un
numero irracional. La mayoria de la gente acepta que fue Leonhard EULER (suizo, 1707-1783) el
primero que probo que “e” es irracional. En 1873 Charles HERMITE (francés, 1822-1901) probo que “e”

no es un numero algebraico (o sea que es trascendente).

[Pt

Las primeras 60 cifras del valor de “e” son
e=2.71828182845904523536028747135266249775724709369995957496697

Se llama funcion exponencial a la potenciacion

y=a'
pero de ordinario se acepta como exponencial (o exponencial natural) a la funcidon
y=¢

ya que cualquier otra potencia se puede reducir a la exponencial
y= ax =e xIlna

La exponencial varia lentamente para x < 0 y crece abruptamente para x > 0. Parax =1,y =2,7182..=¢;

para x = 3, y = 20,085... ; para x = 10, y = 22026,466...). La exponencial es una de las funciones mas

importantes de las matematicas, caracterizada por un rapido crecimiento. De alli proviene el concepto de

“crece exponencialmente” cuando nos referimos a algo que aumenta muy rapido.
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Dado €* = b, se define como logaritmo natural a la potencia (en este
caso es “a”) a que debe elevarse a “e” para que el resultado sea “b”.
Convencionalmente se escribe In = log,:

log.b=Inb=a

Napier publica en 1618 los logaritmos naturales de varios numeros,
sin reconocer que eran logaritmos en base “e”.

En 1624 Henry BRIGGS (inglés 1561-1630) y Grégoire de SAINT-
VINCENT (belga, 1584-1667) en 1647 rozan a “e” pero la esquivan. _-’//

En 1661 Huygens enfrenta a “e” explicitamente cuando calcula la
superficie de la hipérbola.

Figura 7: Funcién exponencial

En 1683 Jacob BERNOULLI (suizo, 1654-1705) trabaja con interés compuesto con capitalizacion
continua y encuentra a “e” como un limite. Es la primera vez en la historia de la matematica que se
definia el valor de un numero como resultado de un limite. Bernoulli no advierte la conexion entre su

trabajo y los logaritmos.

En 1690 Leibniz le escribio una carta a Huygens y usé la b para lo que hoy llamamos “e”. Por fin “e”
tenia un nombre y era reconocido.
Johann BERNOULLI (suizo, 1667-1748) comenzo el estudio de la funcion exponencial en 1697. Mucha

de la actual notacion matematica se le debe a Euler y no resulta extrafio que la actual notacién de “e” sea
también de él.

[IP%E]

El ntimero “e” es fundamental en toda la matematica superior, pero aparece también en la vida diaria.
Colguemos una cadena por sus extremos entre dos postes (puede ser un cable muy flexible o un piolin).
Bajo la accion de la gravedad la cadena toma la forma de una curva mas o menos “panzona” segin cuan
tensionada se encuentre. Esa curva se llama catenaria. La ecuacion que la describe y el grafico de la
misma para diferentes “a” (“a” depende de la tension de la cadena) son:

y — (a/z) (ex/a + e-x/a)

rrH

Figura 8: La catenaria en funcion de x para tres valores del parametro “a”

Observemos que la ecuacion depende de “e” (suma de exponenciales). También se describen con
exponenciales el crecimiento de poblaciones, la inflacion de un pais, el decaimiento radioactivo de los
elementos naturales o artificiales, muchos procesos bioldgicos, etc.

El niimero “e” también es parte del club de los cinco nimeros mas importantes.
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Numeros reales

La unién del conjunto de los niimeros racionales (Q) con el conjunto de los nimeros irracionales (J)
forman el conjunto de los nimeros reales (R). Esto se puede escribir como:

R=QUJ

Reales
_____________________________________________________________________________________________________|
- -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 .

Figura 9: Representacion grafica de los nimeros reales

Como cada punto sobre la recta es un racional o es un irracional, los reales cubriran totalmente a la recta
desde menos infinito hasta mas infinito sin dejar ningin lugar vacio. Su grafica por tanto cubre toda la
recta (fig. 9).

El desarrollo del célculo o analisis matematico (a fines del siglo XVII y en el transcurso del siglo XVIII)
usaba todo el conjunto de los niimeros reales sin preocuparse de una definicion clara y rigurosa de los
mismos. La primera definiciéon rigurosa fue dada por Georg Ferdinand Ludwig Phillipp CANTOR
(aleman, 1845-1918) en 1871. En 1874 ¢l mostré6 que los nuimeros reales forman un conjunto no
numerable, o sea que no pueden ponerse en correspondencia con los numeros naturales. Tres afios mas
tarde Cantor publicé lo que hoy se conoce como el argumento diagonal y que reafirma el concepto de
conjunto infinito no numerable. O sea que no existe modo de ponerlos en correspondencia con los
nimeros naturales.

Dado dos nimeros reales C y D se puede determinar siempre si C > D, si C <D o si C =D. Si se tiene un
conjunto finito de nimeros reales uno puede ordenarlos estrictamente de menor a mayor, o viceversa.

Los reales, al igual que los racionales, es un conjunto cerrado para las operaciones de suma, resta,
multiplicacion y division. Con los reales se pueden calcular raices naturales pares de numeros reales
positivos, raices naturales impares de reales positivos y negativos, logaritmos de nimeros reales positivos
con base real positiva, pero los reales no forman un conjunto cerrado con estas operariones: No se pueden
extraer raices pares ni logaritmos de nimeros reales negativos, ni tampoco se pueden calcular en general
todas las raices posibles (la raiz enésima tiene n resultados diferentes). Hace falta una ampliaciéon mas de
los nimeros para cubrir estas deficiencias.

Numeros imaginarios v complejos

El cuadrado de un numero positivo es un numero positivo [(+2)* = + 4]. El cuadrado de un numero
negativo también da como resultado un namero positivo [(-2)* = +4]. Por lo tanto la raiz cuadrada de un

namero positivo tanto puede ser positiva como negativa [v/+ 4 =+ 2]. Y se genera el problema de cuanto

vale la raiz cuadrada de un nimero negativo [v— 4 = ;?]. La forma de resolverla es la siguiente:
J-4=J)*(+4) = [(-DV+4 =£2-1

y llamamos i a la +—1, de modo que finalmente queda:

J-4=x2J-1=%2i

i” es la unidad imaginaria y es evidente de su definicién que i> = -1. Esta unidad imaginaria es el quinto
y ultimo socio del club de los cinco nimeros mas importantes.

ccess

Los niimeros imaginarios son el producto de niumeros reales por “i” . A su vez los nimeros complejos
son la suma de un ntimero real mas un nimero imaginario. O sea que un numero complejo se puede
expresar como:

atbi
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donde a y b son nimeros reales ¢ “i” es la unidad imaginaria. Todos los nimeros imaginarios (o sea
todos los nlimeros que pueden escribirse como b ) forman el conjunto .

I={bi:beR,i=+-1}

El conjunto de los nimeros complejos (C) es la unidon del conjunto de los reales (R) y el conjunto de los
imaginarios ({)

C={a+bi:aecR,beR,i=+-1}
C=RUI

Forma cartesiana y forma polar
Los nimeros complejos pueden escribirse como la suma algebraica de un real y un imaginario:
a+tbi

De este modo podemos pensar a cada nimero complejo como un punto de un plano, donde las abscisas
sean los reales y las ordenadas sean los imaginarios. Esta es la forma cartesiana y la representacion en un
plano se debe a Argand (diagrama de Argand).

También es posible representarlos en forma polar. Para ello se toma el méodulo (llamémoslo “p”) que
satisface la expresion:

p= a’ +b’

y el angulo 6 (se lo llama argumento) definido como:
tan 0 = b/a

Si conocemos a y b podemos determinar p y 0. Reciprocamente, si conocemos p y 6 se puede determinar
a'y b mediante las formulas:

a=pcos0
b=psenb
Mas adelante discutiremos la formula de Euler que es:
e’®=cosO+isen0
y con esta formula podemos relacionar directamente la forma cartesiana con la forma polar:
atbi=pcosO+ipsen0=pe’’

(a 0 se le puede sumar 27, 4m, 67, ... etc.)

“r COMPLEJOS

N
A la derecha vemos la grafica en el plano complejo de =}
[
2+2i=+8e'™ &
: =)
(6 = /4 radianes = 45°): ]
£
reales
-1 0 1 2 3
Figura 10: Representacion grafica de un niimero —
complejo en el plano .
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Operaciones con complejos
Numeros importantes en forma cartesiana y polar:
0=0+0i=0¢"'’
1=1+0i=1e'’=e"’
P20+ 1izle ™=gi™
1=-1+0i=1le'"=¢'"
i=0-1li=1e¢' 3™ =gidm
(/2 rad = 90° ; w rad = 180° ; 31/2 rad = 270°)
La suma y resta se facilita con los nimeros complejos en forma cartesiana:
(atbi)+(c+tdi)=(a+tc)+(b+d)i
(a+tbi)-(c+di)=(a-c)+(b-d)i

El resto de las operaciones se facilita con los numeros complejos en forma polar:

(aeie) ~ (Beitp):(axﬁ)ei(eJrq))
(aei9)+(Bei(p):(a+B)ei(9—(p)

(aeie)n:(an)eine

n}aelﬁ :n[aele/n

Como a 0 se le puede sumar 27 , 47, etc. la raiz enésima tiene n resultados diferentes:

Y-27=3=3¢"
Y-27=3(12+32i)=3¢™
Y-27=3(12-312i)=3¢"
In(@e®)=(na)+in
In(-4)=In@4e"=(n4)+in

Se puede calcular la potencia (o raiz) de un complejo elevado a un complejo y el logaritmo de un
complejo con una base compleja, pero la dificultad del calculo escapa al propdsito de esta charla.

La resolvente de la ecuacion de segundo grado era conocida desde los tiempos de los babilonios, pero las
raices cuadradas de nimeros negativos eran vistas como soluciones imposibles y eran descartadas. La
ecuacion cubica reducida (sin el término de segundo orden) fue resuelta por Scipione del FERRO
(italiano, 1465-1526) que la mantuvo en secreto (un puesto en la Universidad se ganaba con un desafio
matematico, por lo tanto guardaba ese resultado como un as en la manga).

Todos veian como imposible a la J-1. Tartaglia, seudonimo de Niccol6 FONTANA (italiano, 1499-
1577) en 1535 redescubre esta solucion y Gerolamo (o Girolano) CARDANO (italiano, 1571-1576)
aprende la formula de Tartaglia bajo juramento de secreto. Mas tarde, Cardano encuentra un libro escrito
por del Ferro y se considera relevado del secreto y publica el método de resolucion, dando crédito a del
Ferro y Tartaglia, pero extendiendo la solucion al caso general, hablando tanto de las soluciones reales
como de las complejas a las que llama “sofisticadas”, pero obtiene raices reales sumando el complejo
conjugado.

Rafael BOMBELLI (italiano, 1526—1573) hizo manipulaciones de V-1 para obtener resultados es su
libro de Algebra y la califico como ideas salvajes.

Euler le escribié en 1740 a su maestro, Johann BERNOULLI (suizo, 1667-1748), el resultado que ahora
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se conoce como formula de Euler:

ee‘m=cos 0 +sen 0O \/j

o bien

"% = cos B+isen0
Este resultado habia sido publicado por Roger COTES (inglés, 1682—1716) en 1714, pero en forma
logaritmica. Lamentablemente la publicacion de Cotes es tan oscura que fue muy dificil de entender.

Isaac NEWTON (inglés, 1643-1727) y Euler le atribuyen a Abraham De MOIVRE (francés, 1667-1754)
el teorema

(cos O + sin 0 V-1)""™ = cos (6/m) + sin (6/m) V-1
pero De Moivre jamas lo publico.

El teorema fundamental del algebra dice que todo polinomio de una incognita x, con coeficientes reales o
complejos, igualado a cero, tiene por lo menos una raiz (real o compleja). La demostracion del teorema
fundamental del algebra usando valores complejos fue esbozado por Jean ’ALEMBERT (francés, 1717—
1783), y resuelto rigurosamente por Euler, Gauss, y otros. Como corolario de este teorema resulta que un
polinomio de grado n de una variable igualado a cero tiene n raices distintas o coincidentes.

Euler dijo en su Algebra (1770)

“Todas las expresiones tales como V(-1), V(-2), etc. son imposibles o niimeros imaginarios, ya que ellas
representan raices de cantidades negativas, y de esos numeros podemos asegurar que ellos son ni
siquiera nada, ni mayores ni menores que nada, lo que necesariamente constituyen lo imaginario o
imposible”

Euler impuso la notacion i = J-1en 1777, y dio una prueba de que J-24-3=46.

Caspar WESSEL (noruego, 1745—-1818) invento la interpretacion geométrica de “x + i y” en el plano x-y
en 1797. Su trabajo se mantuvo ignorado hasta 1895. Jean-Robert ARGAND (francés, 1768—1822)
redescubrio6 en forma independiente la idea de Wessel en 1806.

Karl Freidrich GAUSS (aleman, 1777—-1855) introdujo la expresion “numero complejo”. El probo el
teorema fundamental del algebra en 1849, extendido a polinomios complejos.

I C: conjunto cerrado I

Con numeros complejos se pueden hacer las siete operaciones, y los resultados también son nimeros
complejos. Un niimero complejo elevado a un niimero complejo es también un complejo. La raiz
compleja de un nimero complejo es un complejo. El logaritmo de un nimero complejo en base compleja
también es un nimero complejo. De este modo podemos calcular como casos particulares raices de
numeros negativos, logaritmos de nlimeros negativos, etc.

El conjunto de los numeros complejos es cerrado a las siete operaciones elementales.

Los nimeros complejos no admiten un orden. Dados A y B complejos, en general no puede hablarse de
mayor, menor o igual: Los complejos se distribuyen en el plano y no sobre una recta. Se puede comparar
una parte de un complejo con otra parte de un complejo, y podemos, por ejemplo, decir que la
componente real de uno es mayor que la del otro. También podriamos comparar los modulos o los
argumentos, pero no podemos dar un orden absoluto de mayor, menor o igual. Tampoco se pueden poner
en correspondencia con los niumeros naturales.

De la formula de Euler (e '® = cos 0 + i sen 0) para 6 = n se deduce (cos 7t = -1; sen 1 = 0):
¢"+1=0
formula por demas notable, ya que se han reunido los cinco numeros fundamentales de la aritmética en
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una sola ecuacion.

Teorema final de la Aritmética

(No sera necesaria una nueva extension del nimero?

Las sucesivas extensiones del numero se hicieron para llegar a un conjunto cerrado para las siete
operaciones elementales.

Las siete operaciones elementales obviamente son funciones cuyos resultados son cerrados en el campo
de los numeros complejos. Pero existen infinitas funciones diferentes. Podria conjeturarse que haya
funciones que tomen valores que se escapen del campo complejo. ;/Sera necesaria una nueva extension
para cubrir propiedades que los nimeros complejos en la definicion actual no pueden abarcar?

La respuesta la di6 Karl Theodor Wilhelm WEIERSTRASS (aleman, 1815-1897) que probd en 1863 que
los nimeros complejos son el Gnico cuerpo conmutativo que se obtiene como extension de los nimeros
reales. Un cuerpo conmutativo es una estructura algebraica que admite la suma y su inversa (o sea la
resta), que admite la multiplicacion y su inversa (o sea la division), que tanto la suma como el producto
son conmutativas:

atb=b+a
axb=bxa

y que ademas respeta la propiedad distributiva
ax(b+tc)=axbtaxc

Todas estas propiedades se mantienen con los nimeros complejos, pero no se puede hacer ninguna
extension adicional sin que alguna o varias de estas propiedades se pierdan.
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