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1 Determinacion del objeto devestigacion

1.1Introduccioén

Los problemas de aprendizaje ligados a la definicion de objetos matematicos son
encarados por la ensefianza o bien comenzando por actividades que se supone deben
conducir aldescubrimiento de lo que se quiere definir, o bien a partir de definiciones
enunciadas explicitamente. Ambas aproximaciones muestran debilidades y limitaciones,
por razones intrinsecas a la complejidad de los procesos cognitivos involucrados en

cada caso.

Las aproximaciones a partir de actividades afrontan una primera dificultad ligada a
la naturaleza de los objetos matematicos, que limita el modo de acceso a los mismos. En
estas actividades, caddjeto «individual » es presentado en tanto representdete
una clase de objetos (la que se intenta definir). Asimismo, cada uno de ellos es
presentado a través de una representacion semidtica particular (Duval 1993, 1995), la
que hace explicitas (s6lo) algunas de las propiedades del mismo. Dos niveles de
resticcion en la generalidad operan entonces sobre las posibilidades de inferir las
propiedades de | a fAcl aseoindivdws»g @ deisast ent a
representaciones posibles (en diferentes registros semioticos). Las operaciones de
observaion, identificacion de rasgos caracteristicos, descripcion de estos rasgos,
clasificacion y denominacion se deben realizar a partir de estas representaciones

particulares.

Dificilmente entonces estas observaciones estén eximidas de la marca de lo
partiaular; en consecuencia, las regularidades encontradas facilmente quedan atrapadas
en los rasgos tipicos de los objetos individualebservados y los de sus
representaciones particulares. La experiencia de los alumnos con el objetotivat@ma
definir se velimitada por un lado por los datos provistos por la ensefianza y por otro

lado por los pocos ejemplos que ellos mismos pueden imaginar de los objetos

! Utilizamos la expresién «objeto individual» para designar una instancia particutdnjetel

matematico de referencia

(



matematicos conocidos con anterioridad y sobre los cuales ha de apoyarse la nueva
definicion. Por estas zanes, y por las capacidades de los alumnos ligadas al
reconocimiento, observacion, descripcion y denominacion de objetos, las definiciones
gue realizan de los objetos matematicos distan mucho de las definiciones pertinentes

desde el punto de vista materodt

Por otra parte, as aproximaciones a partir de definiciones enunciadas
explicitamente requieren la capacidad de decidir cuéles son los objetos que pertenecen a
la clase definida por un enunciado y cuéales son los que no pertenecen. Esta capacidad
supne a su vez concebir en su generalidad los posibles objetos de referencia de los

enunciados, y someterlos al criterio l6gico de condiciones necesarias y suficientes.

Ahora bien, el problema didactico de la definicion no se limita al de la
caracterizacid adecuada de conjuntos de objetos mediante propiedades (definiciones
por comprensiohy la identificacién de la clase de objetos definida por un enunciado
(suextension)Dicho de otra manera, el problema ditcde la definicion no finaliza
con el logo de la capacidad de adecuacion entreolaprensiory la extensionde un
enunciado (la definiciébn), abordado en una direccion o la contraria segun la
aproximacion educativa adoptada. Otro aspecto importante es el de la capacidad de
utilizar una definiciénen distintos procesos de pensamiento. Esta capacidad puede ser
pensada en términos de otras dos intrinsecamente relacionadas entre si (porque se

suponen y se nutren una a la otra):

1 la capacidad de reconocer que la definigiiedeser utilizada, es decpuede

resultar operativa; y

1 la capacidad deansformarel definien$ en otros enunciados. Esta capacidad es
necesaria para comprender el significado del concepto definido, para utilizar la
definicion en procesos de conjetura y de prueba, entre otraespo de

pensamiento.

2 En una definicion se distinguen dos aspectodefthienduni expresion que se quiere definily el
definiens’ expresion por medio de la cual se defindeflniendum



1.2Estudio didactico de la definicion

¢, Qué significa realizar un estudio didactico de la definicion matematica? Muchos
autores consideran importante analizar y establecer los criterios que rigbnemaa
definicion matematica, a la vepe consideran implicitamente un significado Gnico y
compartido cuando se trata de la definicaamsideradalesde epunto de vista de la

ensefanza.

Sin embargola nocion de definicion no requiere precision desde el punto de vista
matematico sino desa® punto de vista didactico, donde la nocién es equivoca porque
adopta formas diferentes segun el nivel educativo y el dominio de conocimiento. Como
veremos, se requiere profundizacion de su significado en cada contexto particular.

¢,Cuales son esas difeotas?

1.2.1Un analisis en términos de exigencias para el
funcionamiento didactico

Entre las diferenciagosibles destacamota necesidad o no de formular una definicion

para poder trabajar en un dominio, la posibilidad de formulacién en lenguaje natural o |
necesidad de recurrir al lenguaje mixtatural o simbdlico(Laborde, 1992); el papel y
caracteristicas de la cuantificacion (implicita o explicita; simple o doble); el campo
posible de variacion de ejemplos y contraejemplos (amplio/restringido, rhleieca
numerable); los registros semiéticos habituales de representacion, etc. Todas éstas son
diferencias no deaturaleza sino delgrado de exigencigue plantean las definiciones

para un buen funcionamiento segun nivel educativo y el dominio de coeotmm

A fin de sostener nuestro andlisis mostramos a continuacion coOmo juegan estos
aspectos en dos casos significativamente diferentes del tratamiento de la definicion en la
ensefianza. Analizaremos a manera de ejemplos el trabajo de Balacheff réfajuk a
de la definicion en procesos de conjetura y de prueba en geometria elemental y el
modelo de Dubinsky sobre el aprendizaje de la cuantificacidon, especialmente en lo que
se refiere a la negacion de enunciados en matematica superior y su relaciés con

definiciones en ese nivel.



1.2.1.1 El ejemplo de Balacheff

Balacheff (2000), mediante un dispositivo experimental de comunicacion entre dos
alumnos, estudia los procedimientos utilizados al establecer una formula para la
enumeracion de las diagonales depatigono y examina gdapelde la definicion tanto

en el establecimiento de la conjetura, como en su eventual prueba. Presenta dos
dispositivos con la misma tarea de descubrir y dar una formula pero con modalidades
diferentes de presentacion de las deiimies: en el primer dispositivo no se da ninguna
definicion, en el segundo se administran desde el comienzo las definiciones de diagonal

y de poligono.

A grandes rasgos, en lo que concierne a las definiciones, Balacheff se ubica en este
trabajo en un mode cercano al de Lakatos (1976), en el sentido de pensar a las
refutaciones como elementos de reconstruccion de las definiciones de los conceptos
involucrados (de poligono y de diagonal), especialmente en la primera experiencia en la
cual no se administralas definicionesEl trabajo empirico muestra que para algunos
alumnos es necesario Aregresar a | a defini
palabra para resolver el problema; en esos casasdo los alumnos se preguntan qué
es un poligono o wndiagonal, la definicion juega un papel importante en la resolucion
del problema. En la segunda experiencia busca observar qué rol cumplen en los
procesos de elaboracién de conjeturas y de prueba las definiciones cuando son
administradas desde el comien&®gun Balacheffen el marco de esta experienah
hecho de administrar una definicion de los objetos en juego desde el comienzo no

modifica sensiblemente los procesos de conjetura y de ptueba

Es interesante aqui destacar la manera en que Balgumeeffa la nocion de

definicion adoptada en su trabajo:

Tomamos aqui la nocion de definicion en el sentido ingenuo, por oposicion a una acepciéon
formal en la que la definicion es una abreviatura que permite un ahorro de palabras. Una

definicién sera paraasotros aqui un discurso; esto es, un texto que busca aclarar y fijar el

3 A un mismo resultado llega Vinner (1991) en r&@aaon la resolucién de problemas en el nivel
universitario, lo que expondremos en el préximo capitulo.



significado de una palabra. Este punto de vista es coherente con aquello que aparece de
manera inmediata en los comportamientos observados en el primer experimento: los
estudiantes gresan a la definicion porque quieren resolver el problema del significado de
una palabra. Es también coherente con la funcion de la definicion en los estudiantes de
matematicas que ha sido destacada por Vinner (1976). Para la mayoria de ellos, una
definidon tiene un valor lexical. Ella explica, con palabras, el significado de otras palabras.
Finalmente, este punto de vista es coherente con el uso practico que los matematicos hacen
de la definicion. Ella permite que dos interlocutores logren comprenderggaamente.

Es decir, que hablen acarde la misma cosa

Esta frase muestra que en este nivel de escolaridad4(¥8ios) y para este
contenido geométrico elemental, segun Balacheff es suficiente una definicién intuitiva
de los objetos en juego, laggu puede ser expresada en |l engua

busca aclarar y fijar el significado de wuna

Por otra parte, Balache#fnaliza los libros de texto y encuentra que los mismos
utilizan en diferentes proporciones el lenguaje simbdlicd kergguaje natural pero
siendo claramente el lenguaje natural el dominante. Las representaciones graficas de los
poligonos se utilizan ya sea como ilustracion de la definicion o como elementos de su

formulacién o ambas.

Este ejemplo muestra que en geometria elemental se recurrd aso
dedefinicionesdesde el comienzo de la ensefiam@zka vez que se trata definiciones
mas bienfintuitivasd formuladas principalmente en lenguaje natuial. matematica
superior, donde se requieren definiciones fes expresadas en lenguaje simbdlico o
mixto mediante enunciados con simple o doble cuantificacion, el problema de la
definicion en la ensefianza presenta caracteristicas muy diferentes de las presentadas
aqui por Balacheff para la geometria elementalo Bes autoriza a decir que no es
posible hablar de la ensefanzdaldefinicion.



1.2.1.2 El ejemplo de Dubinsky

Dubinsky (1988) aborda elproblema de la ensefianza de la definicion de conceptos
avanzados, en el contexto mas amplio del tratamiento de enunaadysejos

cuantificados con varias variables.

El modelo relativo a los enunciados complejaescripcion genética de la
cuantificacion describe la génesisestructura y construccion delsquema de la
cuantificacion encontrandose en la etapa final d&aggnesis las condiciones para
actuarsobre enunciados con varias variables y varios cuantificddore=n el articulo,
presenta, analiza y muestra evidencia empirica relativa al tratamiento de enunciados en
lenguaje natural, en el sistema de las escstgimbdlicas y en lenguaje mixto
(escrituras simbdlicas y lenguaje natueatplizanddas dificultades de los alumnos en

las distintas etapas del proceso de construccitestgelema.

En este contexto, da un lugar especialatdonde negacion, quagrega su propia
complejidad al tratamientgeneralde los enunciados con varias variables y varios
cuantificadoresRelacionala negacionde enunciados con ldefinicibnde conceptos, en
tanto segun sus propias palabras la comprension del significadoodaeepto supone
entender lo quesy lo queno es En virtud de esta importancia reconocida por él y
sostenida por nosotrosn el capitul® presentaremos mas ampliamente su teoria sobre
los enunciados complejossy trabajo sobre laegacionde proposiiones &ccionde
negacion sobre losbjetossegunsu modelo acciéproceseobjeto) como problema

ligado a la ensefianza de la definicidn.

Este trabajanuestra la complejidad de la ensefanza diefimicion en términos de
las exigencias ligadas a lestructura formal del enunciado. Lejos de agotar la
complejidad del problema de la ensefianza de la definicidn invita a pensar en distintas

dimensiones este problema didactico.

4 Los aspectos generales sobre la estructura y construccion de los esquemas en el rea de la matematica

presentados por Dubinsky en este trabajo forman parte actualment&R{83aTheory (Asiala et al.
1996; Dubinsky 1996 y 2000).



1.2.2Sintesis sobre laxigencias planteadas por la
ensefanza de la definicion saggl dominio de
conocimiento y el nivel de escolaridad

Los ejemplos anteriores muestran la pertinencia del analisis en términos
deexigenciagjue estamos proponiendo. Tanto Balacheff como Dubinsky hablan del
problema de la definicion en la ensefiagpeeo ©n distintosignificadq porque cada

uno aborda umbjeto diferente, lasexigenciasson diferentes, etc. Si la posibilidad de
concebirejemplosy contraejemplosen geometria elemental y en andlisis o algebra

superior parece presentar dificultades simildeesdificultadas ligadas a farmulacion

de la definicion se oponen diametralmente: en un extremo se encuentran definiciones
Aintuitivasd y en | enguaje natroextrembloss el at i v
enunciados con simple y mdultiple cuarm#cion y varias variables. En el medio se
encuentran un conjunto de matices y diferencias relativas al dominio de conocimiento y

el nivel de escolaridad.

De manera sintética mostramos a continuacion los resultados de nuestro analisis

sobre las exigencigganteadas por la ensefianza de la definicién

1.2.2.1 El caso de ensefianza de la geometria elemental (primaria
y secundaria)

El ejemplo de Balachefparece ser representativo de lo que ocurre en gemerkl
ensefianza de la geometri@meéntal (primaria y secunda): se necesita desde el
comienzo & formulacién delefiniciones a la vez qudé como ya dijimos se trata de
definiciones mas biefintuitivasd que requieren principalmente del lenguaje natural; el
status de las letras para la designacion de objetos se reduce a menudo al de nombre
propio y los contraejemplos se preserdamo dibujos en el registro figural, es decir en

un solo registro de repregacion.

1.2.2.2 El caso de la aritmética y el algebra elemental

En aritmética o algebra elemental, en cambio, las definiciones pueden evitarse con el

recurso a reglas que permiten el calculo (numérico y algebraico) sobre ecuaciones e



inecuaciones. Sin embargd,teattamiento de estas expresiones simbolicas plantea dos
problemas cognitivos mayores: 1) el de la cuantificacion existencial y universal (que
conlleva la distincion entre ecuaciones e identidades); 2) el hecho de que esa
cuantificacion es implicita al nmeento de iniciarse el tratamiento algebraico (Drouhard

& Panizza, 2012)

Puede ocurriry de hecho ocurre a menudque el dominio de variacioneg
ejemplos y contraejemplos sea infinito no numeradd&gs ejemplos y contraejemplos
suelenser representips en diferentes sistemas semidticos que exigen no sélo la
comprension de las reglas de formacién y tratamiento de cada uno, sino la articulacion

entre dichos sistemas.

El status de las letras paradesignacion de objetos es diverso; puede ser el de

nombre propio, de constante, de incognita, de variable, de parametro

Es interesante agregar que algunos estudios muestran a patialis de libros
de texto sobrdas definiciones-mas o menos explicitasgque el concepto de ecuacion
adopta interpreiciones diferentes que parecen depender del nivel educativo (Meana,
2003,Atrorps, 2006). Esto indicaria que los autores de manuales escolares encuentran
necesidad de presentar el objeto paramatematico (en la terminologia de Chevallard) de

ecuacion de mana diferente segun el nivel educativo.

1.2.2.3 El caso del algebra o el analisistematico de nivel
superior

En agebra o en adlisis de nivel superior se requieren definiciones explicita y
formalmente enunciadas que combinan el lenguaje simbdlico y el verkalngsma
descripcion; la cuantificacién deviene necesariamente explicita y aparece rapidamente
la necesidad de una doble cuantificacién. El aporte de Dubinsky muestra la complejidad
de comprension de este tipo de enunciados. No tratamos aqui de coropatar c
dificultad planteada por los enunciados con cuantificacion implicita del algebra

elemental, sino simplemente mostrar que se trata de una complejidad diferente.

El dominio de variaciones de ejemplos y contraejemg@iosestos dominios

matematicos enameral esnfinito no numerable y se plantea el problema cognitivo de
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la densidad y la completitud para la base cognitiva de datos necesaria para poder evaluar

un enunciado.

1.2.3Conclusiones

El hecho de que el estudio didactico de la definicibn de un mismerddo a lo largo
de la escolaridad pueda plantear exigencias tan diferentes para un buen funcionamiento
didactico, hace que jaa | acbeafai mMi ci - nd mi sma tenga difere

punto de vista de la ensefianza.

Por otro lado,-de una manera en parte simétrica de la antecmmtenidos tan
distintos como el de loslesplazamientos sobre ugslla discreta(OuvrierBuffet,
2006; ver capitulo)?y el de lacontinuidad de funciongdantean problemas similares al
edudio did4ctico de la definicién, en cuanto al requerimiento de la doble cuantificacion

se refiere, aunque puedan diferir sustancialmente en otros aspectos.

Estas diferencias y similitudes no son neutrda hora de identificar a qué se
refiere una invdagyacion didactica relativa a la definicion matematica. Como veremos
mas adelante, estas apreciaciones son importantes para comprender el aporte de las
diferentes teorias y desarrollos cognitivos y didacticos que se ocupan de la definicion
(ver capitulo 2 asi como para ubicar el lugar del estudio que llevamos adelante en esta

tesis.

Este andlisis nos conduce a destacar las siguientes caracteristicas segun las cuales
los trabajos didacticos sobre la definicion se pueden distinguir, teniendo en cuenta los
requisitos planteados por un correcto funcionamiento en un dominio y nivel de
educacién determinadoBara cada categoria mencionameosel siguiente cuadros
trabajos de Balacheff y de Dubinsky presentados en esttuloambicadossegun

corresponda

® Para la aplicacion de la grilla en el caso de Dubinsky hemos tenido en cuenta aqui el tratamiento de los
enunciados complejosiantificados con varias variables, exceptuandatasonessobre los mismos. El
caso especial de &cidnde negacion es analizado en el capitulo 2.



Requisitos planteados Valores posibles Autores citados

Necesidad de recurrira | ' Balacheff
una definicion explicita - Dubinsky
lengua natural Balacheff; Dubinsky

Registro de descripcion _ o _
L expresiones simbolicas | Dubinsky
de la definicion

lenguajemixto Dubinsky
Presencia de Simple Balacheff
SUEMIMEREIEN G € Doble (existencial o Dubinsky
enunciado universal)

Lengua natural Dubinsky
Registro de
representacion de Figul Balacheff
contraejemplos N e
privilegiado

Expresionesimbdlicas Dubinsky

Gréfico; reticulo
Campo de variaciones d| Amplio Balacheff; Dubinsky

casos posible
Restringido

1.2.4La definicion como proceso de pensamiento
transversal a los contenidos

A partir dé analisis anterior, sostenemos quistintos contenidos pueden ser
comparables desde el punto de vista de dagenciasplanteadas para un buen

funcionamiento didactico de las definiciones en juego. Dicho de otra manera,
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postulamos quéos procesosde definicionpueden diferenciarse unos de otros las
exigenciasplanteadas al pensamiento, las que puedercaapartidaspor distintos

contenido&

Esto sugiere quenuchos aspectos de la ensefianza de la definicion pueden ser
tratados de maneteansversak los contenidos, en el sentido de abordarmsnplejidad
desde el punto de vista de las exigencias compartidadles son los aspectos propios
de las operaciones de observaciogtuales son los aspectos peculiares de
discriminacion de unidades significantes de un enunciado que subyacen a la
comprension del mismo y a su transformacion en otro enunciado equivalentpi@ero

contenga nueva informacignétc.

La transversalidad es temdida por nosotros como la identificacion y tratamiento
didactico de aspectos comunes a diferentes contenidos, asi como otros aspectos de la
definicion son especificos de cada contenido y deben ser estudiados de esaHEranera.
por ello que una tal perspdiva puede ser pensada como un aporte en
complementariedad con los trabajos atiicos sbre la definicibn de conceptos
especificos, en particular con el desarrollo de Situaciones Fundameatasentido

de Brousseau

1.2.5Actividades de Definicion/Presosespontaneode
definicion
Otro criteriode interés que condueaubicar y distinguir los trabajos didacticos sobre la

definicion es el de identificar el lugar que otorgan a los conted¢osmergencia des

procesos de definicion.

En ese sentido, @siportante destacar queam parte de las investigaciones sobre la
definicién se ubican en lo que Ouvriguffet (2012) denomin&ctividad de Definicion

® Nos resulta interesante hacer saber que OuBriffet en un trabajo muy posterior a su tesis doctoral

sobre la definiciéfi presentada en 2006e pregunta si es posible concebir procesos de definicion
transversales a los contenidos, y busca indicioslderllos procesos de definicion de los
matematicos como investigado(&uvrietBuffet, 2012)
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-siguiendo a Rasmussen et al. (260bkonciernen a laactividadesy practicasque

buscarpromoveros procesos de construccion de las definiciones matematicas.

Una parte importante de nuestro trabajo puede inscribirse dentro de esta linea, sobre
todo porque pone el acento en lp®cesosmas que en loproductod, y en las
actividadesque favorecen diws procesosvias precisamente, en el Analisis Semiotico
de Tareas Matematicagapitulo § buscamos identificar laactividadescognitivas
requeridas por loprocesogde definicion-observacion, identificacion y descripcion de
rasgos relevantegiaracterizacion simbolica y denominacidly establecer criterios

sobre las actividades matematicas que pueden favorecer su evolucion.

Ahora bien, la denominacidhctividad de Definiciérsegun la acepcion establecida
por estos autoreso contempla un asp® importante de los procesos de definicién,
relacionado con ehechode que los alumnosdefinem espontdneamente, aunque la
actividad no lo demand&n el siguiente apartadd.3) discutiremos esta afirmacion,
sostenida porlos antecedentes de esta gesiComo veremos, los alumnos
espontaneamentelepliegan descripciones que pretendearacterizar los objetos
observados y que en consecuencia tienen para ellos valor de definiciones. Gran parte de
esta tesis esta destinada a estudiar estos procesakefiécion espontaneay sus

consecuencias sobre otros procesos de pensamientestudio Empirico, capitulg.4

Las actividades de definiciordestinadas al propdésito de promover los procesos de
definicion dejan afuera egs procesos espontanede defincion. Desde nuestra
perspectiva, ma entrada en lalefinicibn mateméaticarequiere entre otras cosas
reconocer as fendbmeno y hacer progresar a los alumeosel sentido de que sus
descripcionesnediante propiedades se adecuen a lijst@s que buscan catarizary
de que dispongan de mecanismos de control sobre esas adecuaciones. Esta capacidad
concierne directamente a la correspondencia entrenigprensiory la extensiorde un

enunciado, en particulae una definicion

" Rasmussen et al. enfatizan el aspecto proceso al hablar delcidMsliathematical Thinking por

oposicion a la AdvastedMathematical Thinkingcaracterizaciomealizada por Tall (1994) para dar
cuenta del salto entre el pensamiento matematico de la escuela secuabtianersitario
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1.3La problematica de investigacigrsurelacion
con los antecedentes de esta tesis

En una investigaciéanterior aesta tesis (Paniz22001, 2005, 2006n0s propusimos
producir conocimiento sobre las condiciones de nacimiento y desarrollo de las
estrategias propias del razonamiento mateco en algebra. El estudio nos condujo a
distinguir las generalizaciones que hacen los alumnos cuando la tarea lo demanda
explicitamente, de las generalizaciones que hacen aunque la tarea no lo demande, a las
que llamamos «generalizaciones espontandass»alumnos no generalizan solamente
frente a «areas» de generalizacién, sino que muchas de las generalizaciones que
realizan se producen en otros contextos. Encaramos entonces un estudio a fin de
identificar los contextos de emergencia de estas «@&a@iones espontaneas» y
establecer criterios para analizarlos,egtablecimos unaipologia®. Consideramos
también que era particularmente importante tratar de precisar sénproduceel
proceso mismo de generalizacién espontanea y como y por quéuioeos no

encuentran necesarjastificar los enunciados obtenidosediante esos procesos.

Los resultados nos llevaron a reducir o matieague se considera habitualmente
como «problemas de razonamientpy a hacer hipétesis sobre otros fenémenos que
interfieren en la capacidad de razonar de los alumnos y que estan ligados principalmente
a: a) su (débil) experiencia con el campo de objetos deenefarde los enunciados; y
b) las caracteristicas de sus procesos descriptivos.

En relacion con el primgrunto, en la medida en que lolsjetos que son familiares
paralos alumnos son generalmente muy pocos, no suelen ser representativos del campo
de instanciaciones posibles del dominio de referencia de los enunciados. A menudo, en
consecuencia, las instaaciones que analizan (de los enunciados) poseen un caracter
At2picoo o bien del objeto individual o b

generalizacion los conduce a darle caracter general a los rasgos expresados por la

8 De acuerdo con su origen (para un sujeto particular en una situacién particular), una «generalizacién
espontanea» puede sermhturaleza conceptual, l6gica, o semidtica (ver 4.3.1).
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particularidad de lo®bjetosanalizados y/o la particularidad de sepresentaciones.
Este fendmeno general se acentla en la medida en que los ejemplos provistos por la

ensefanza es limitada.

En relacidbn con el segundo purtims procesos descriptivoge los alumnos
encontramos ue: a) los mismos se apoyan en asociaciones linglisticalesde sus
observaciones; y b) las descripciones simbdlicas o en lenguaje natural de las
propiedades de los objetos observados en general no se a@lpouaxceso o0 por

defectol a los objetos we intentan describir (caracterizar).

Estos procesos de observacion y descripcion modulan ldsfiniciones
espontaneas pa@omprension que realizan los alumnos a partir de sus observaciones,
las que consisten eagrupar los objetos observados bajo umésmadenominaciory
mediantepropiedadegjue no caracterizarel objeto matematicque se intenta definir,

en tanto no capturan los rasgos necesarios y suficientes.

Estas «definiciones» adoptan las caracteristicas de las definiciatasales muy
espeialmente ladefinicion caracteristica(Duval, 1995; Panizza 2001, 2006, 2008)
definici-n basada unmpaaroas ghasimapque \weldtgdepi c 0 s
sirve para adaptarse al mundo natural porque permite un reconocimiento rapido de los
objetos. Las categorias asi organizadas poseen un elemento central y una periferia, y la
posibilidad de reconocer un individuo como perteneciente &ategoriase realiza en
funcién del grado de similitud cosel prototipo(Tversky & Kahnemanl1974; Rosch,

1978 Kleiber, 1990).

Ahora bien, la categorizacion y la definicibn en matematica requieren la
consideracion analitica de propiedades, y suponen la identificacion de rasgos
caracteristicos(y no sélo prototipicog. Suponentambiénla capacidad de concebir
virtualmente logosiblesobjetos individuales de referencia de los enunciados. En la
medida en que los objetos matematicos son accesibles so6lo a travéss de s

representaciones (Duval, ibjidla identificacion de los rasgos caracteristicos de un

° En el Estudio EmpiricéCapitulo4 anal i zamos diversos eflxstos de

razonamientos de los alumnos en matematica
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objeto requiee que se pueda acceder, interpretar y poner en relacion el contenido
informativo de ladiferentes representacionelSste acceso es posible a su vez si las
observaciones de estas representaciones no son basagdasianiones localesino en

la identificacion decategorias semanticay si es posible identificar el objeto en sus
distintas representacionespesar de las diferencias aparentes. Finalmente, la definicion
en matematica requiere no soélo la capacidadddatificacion sino también la de
formulacion de propiedades necesarias y suficientes mediante un enunciado (el
definien3; dicho de otro modo, requiere la capacidad de adecuacion de las

descripciones a los objetos que se intenta caracterizar.

El desfasaje entre los procesos «espontangesiefinicion de los alumnos y las
modalidades de definicion pertinentes desde el punto de vista matemético, nos condujo
a interesarnos en el problema de la definicafijeto de esta tesisSostenemos que los
modos de definirespontaneosieben ser tenidoen cuenta desde el punto de vista
didactico, para integrarlos o para provocar una rupgegin correspontfa para una
entrada en la definicion pertinente desde el punto de vista mateméatico. Esto significa
identificar condiciones que permitan superarestadio de las « generalizaciones
espontaneas», e identificar variables didacticas que favorezcan la puestgoete las

operaciones constitutivas de la definicién de objetos

El procesoen su totalidadhos hizo tomar conencia de la importancia de |
samosis tanto en cuanto al rol que cumple en los procesos «espontaneos» de definicion
como en la posibilidad de un tratamiento didactico para una entrada en la definicion

matematica.

En relacion con los procesosespontdneos»destacamos quel proces nos
condujo especialmenta estudiarel rol de latipicidad de lagepresentacionegn la
constitucién de clases de objetos y en la determinacion de la propiedad isticester
asicomo delos problemas que se originan en las definicidvesadas ewcaracteres
tipicosal ser utilizadagn otros procesos de pensamigry caitulo 4).

1% por ejemplo, en el capitulo 2 analizamos hipéisidiversos autores (incluidos nosotros) sobre el
valor constitutivo o no de las figuras y escrituras numéricas y algebraicas prototipicas en la definicion
de los objetos
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En relacion con la posibilidad de un tratamiento didagha@ una entrada en la
definicibn matematica esta investigacionanterior nos condujo a interesarnos
especimente en etrabajo que debeonducir ala formulacion deun enunciado que
pueda ser considerado combefiniciony al desarrollo de elementos de control sobre la
pertinencia de los enunciadpsducidos En este contexigerarquizamos la necesidad
de identificar variables didacticas que favorezcan la puesjaego de las operaciones
de reconocimiento de objetos, observacion, descripciorbavely simbdlica, y

denominaciér{ver capitulo .

Todos estos aspectos ligadodaasemiosisseran reformuladogn el apartado
siguiente(ver 1.4.3) una vez establecidios conceptos basicos de la teoria de Duval
que justifican la eleccion de esta teoria para el desarrollo de laAesizamos aqui
gue como principio generalnos propusimos considerar los pmhhs semibticos
solamentedesde el punto de vista de su capacidad para poner a la luz aspectos del

funcionamiento cognitivo requeridos por el aprendizaje.

Adoptamos ungerspectiva transversaltanto en cuanto analisis deprocesos
espontaneos como ailsdfio de actividadey segun los criterios establecidos en 1.2.4
En relacion con los procesos espontardmslefinicion esto significa buscar como se
manifiestan las particularidades de las operaciones de reconocimiento, observacion,
descripcion verbal simbdlica, y denominacion (defindm) de objetos ediferentes
areas de conocimiento. En relacion con el tratamiento didactico, significa que buscamos
identificar las tareas que pronwe® la puesta en juego de las operaciones que
subtienden los procesa® definicion aya complejidad es compartida por diferentes

contenidos matematicos.

1.4La problematica de investigacion en relacion con
el sustento teorico y conceptual

La teoria de los Registros SemiétictessRaymond Duvadera presentada y analizasta
profundidad en el capitulo 3 Presentamos aqui, solamente y a grandes rasgos, los

conceptos y presupuestos que justifican la eleccion de esta teoria como marco de
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referencia principal de esta tédisy a los efectos de dar un nivel mayor de
especificacion alblema de investigacion y a los aspectos metodologicos a la luz de la
teoria (verl.4.3.

1.4.1Primera aproximacion a taoria de los Registrake
Repesentacion Semioticde Raymond Duval

Duval postula en primer lugar la importancia de las relaciones tr®sisy noesis
Entendiendo porsemiosis«la aprehension o la produccion de una representacion
semidtica» y pomnoesis«los actos cognitivos como la aprehension conceptual de un
objeto, la discriminacion de una diferencia o la comprensiéon de una inferencia»,
establece que la noesises inseparable de &miosis. En lo que concierne al aspecto
«no haynoesissin semiogs» postula que lasemiosisdetermina las condiciones de

posibilidad y ejercicio de laoesis

En primer lugar, en el area de la matematica, la hipotesis derqubaynoesissin
semiosi® es fundarantal en la medida en que hay acceso directo a labjetos
matematicos, y la experiencia con los mismos es siempre mediada por actividades
semidticas. Esta teoria aborda especificamente el problemardprégsentaciénen
relacion con la adquisicién del conocimiento, definiendo el objeto mateméatico como el
«invariante de todas sus representacionegDwewval, 1995, 2009): las diferentes
representaciones expresdaliferentes propiedadesle un objeto y de esta manera
proveen distintaddescripcionesdel mismo, las que en su totalidad hacen posible
identificarlo (Ducrot & Todorov, 1972).

En segundo lugar, la teoria provee de elementos para profundizar en la
identificaciébn deunidades significantesle una representacién, de manera de poder

acceder al contenido (informativo) expresado en la misma.

Finalmente, ppvee de elementos conceptuales y metodoldgicos para comprender y

favorecer la actividad cognitiva propia del razonamiento y el calteto decir el

' Otros marcos tedricos tenidos en cuentapresentados en el CapituloEtudio Enpirico
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progreso B el conocimienta Son lasransformaciones semiéticddas que favorecen
que sea posible accedar un objeto mat em8ti co como
representaci on e s aenyenggaunaturdl @ smbd@icsaltrarcsioreneno s

unos en otros ofreciendo diferentes significados.

1.4.2Nuestro analisis dea teoria de Duval en relaciéon con
la definicibn matematica

La naturaleza de los procesos de definicion es diferente segun se comience por
actividades que se supone deben conducir al descubrimiento de lo que se quiere definir,
o bien a partir de definiciones enunciadas explicitamente. Sin embargmb®s casos

se necesitapor razones diferentesa observacion de objetos «individuales». En el
primer caso con el fin de identificar los rasgos representativos del objeto a definir y para
controlar la adecuacién de las descripciones producidas conacteraaciones
(Lakatos, 1976; Balacheff, 1987; 2000); en el segundo, con el fin de decidir si una

instancia dadas un ejemplo o contraejemplo del objeto definido.

Dado que los objetos matematicos son accesibles sélo a través de sus
representaciones, tosl esos procesos requieren queesenozceael objeto en cada una
de sus representaciones y que séirdjan dos objetasimilares. Es sobre esta base que
se podra someter a juicio si una instancia dada es o no ejemplo de una definicion
formulada explicitamente. Es sobre esta base también que las operaciones de
observaciéon y de identificacibn de rasgos caracteristicos adatiz sobre datos
significativos puede conducir a una definicion a partir de ejemplos particulares. En ese
sentido, es de importancia capital el aporte de esta teoria en relacién con el estudio del
funcionamiento cognitivo involucrado en el uso de represéries que expresan
diferentes propiedadede un mismo objeto; muy especialmente, al ofrecer elementos
para identificaunidades significantede una representacion, la teat@elementos para
provocar unaruptura con lasbservacioney asociaciones lages que modularos

procedimientos espontaneldentificados en esta tesis y en los trabajos que la preceden.

2 Transformaciones de representaciones en otras representadimtes del sistema o en otro sistema
gue conservan todo el contenido de la representacion inicial o bien s6lo una parte del mismo
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Ahora bien, estos procesos no son puros procesos mentales sino que
intrinsecamente estan ligados a procesos discursiviassgepciony denomiacion El
reconocimientale un objeto representado en un cierto sistema supone la capacidad de
describirlo en otro sistema, lo que se realiza mediante ttavagsformacion semiotica
(entre los ejemplos mas comunes, la descripegibal de un objeto o propid a d : iah!

Se trat a dalobservacst ecgagigno ! 0

Este juego deéransformacione®s lo que hace posible superar las limitaciones de
una representacion particular e identificar las propiedades del objeto expresadas por las

diferentes repremtaciones requerida por la definicion matematica.

En términos mas generales, laansformaciones semioticasacen posible la
exploracion y observacion de ejemplos representativos, en sus diferentes

representaciones.

Cuando la definicién es dada exjtiitmente mediante un enunciado que expresa la
propiedad caracteristica, lasnsformaciones semioticgmtra e inter sistemas) de las
expresiones que componendsdfinienspermitensegun nuestro andlisis aborddaros
problemas importantes. Esto se dabgue tanto el analisis debntenidodel definiens
como suutilizacion en otros procesos de pensamiento, requieren su transformacion en
otras expresiones tales que, conservando el objeto, modifiqusenttid® (en el
sentido de Frege) de la expresiom &sta tesis, este aspecto es tomado por nosotros
para abordar los problemas de comprension y funcionalidad de una defifvieion

capitulo 5.

1.4.3Problematica y aspectos metodologicos de la tesis a
la luz de esta teoria

El analsis anterior muestia pertnencia del marco teérico elegido pasta tesis, a la
vez que nos conducefarmular la hipo6tesis de que laspresentaciones semioticgs

sustransformacionegumplen un rol esenciahn los procesos de d@tion de objetos

13 a nocién desentidode una expresion debida eefe seré definida en el capitulo 3
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matematicos. Esta hipdtesis nos permite centrar nuestro problema de investigacion en el

estudio de ese rol, delimitando asi un objatccomplejo.

Es importante precisar quajb las hipdtesis, conceptos y métodos de esta teoria,
nos ubicamogn una persectiva semidtico/cognitiva, en el sentido de que nos interesa
el aspecto semidtico en tanto y en cuanto el funcionamiento cognitivo requiere

movilizar un registro semiético o una articulacién entre rexgstr

En relacién con los procesos «espontaneestose traduce en la busqueda de
relaciones entreak «definiciones»de los alumnoy susoperacionesle observaciony
reconocimiento de objetos y sus operacionesdiscursivas de descripcion y
denominacion Mas precisamentepuscamos identificaren esas operaciones la
pertinencia 0 no de lasustitucionesque realizanen los enunciadosl hacer
redescripcionedle objetos «individualesy la adecuacién o no de sdescripciones
los objetos que intentan describiBuscamos también identificargainos efectosde
dichos procesossobre la capacidad para encontrar ejemplos y contraejeniplos
capacidad que subyace a la posibilidad de con&rdas definiciones producidagrer

capitulo 4)

En el plano didaoto, mediante algunosanalisis semioticos, identificamos
actividades cognitivas intrinsecamente ligadas setaiosissegin dos dimensiones: la
comprension y operatividad de una definicion enunciada explicitamentks
observacion de objetos matematicos en registros semibticos particulares, y su
descripcion, concebida segun este marco tedrico como la convelsiOnna
representgion a otro registro semidéticé\nalizamostambiénlas caracteristicas des
registros grafico y de lasescrituras algebraicag la complejidad cognitiva de su
articulacidn. Buscanos proveer fuentes de variacion sistematica que favorezcan la
puesta enjuego de las operaciones deconocimiento de objetos, observacion,

descripcion veral y simbdlica, y denominacidmer capitulo 5).

4 La nocién de registrde representacion semiétisara definida en el capitulo 3.
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Ambos estudios se articulan en la tessdiferentes maneras. Muy especialmente,
destacamos que el prinmeemostré la ecesidad de realizar el segundo,fin de

identificarcondiciones de ruptureon las definiciones espontaneas de los alumnos.
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2 Trabajos didacticos sobre los procesos de
definicion de objetos matematicos

2.1Introduccion

En este capitulo presentamos diversos trabajos sobre la ensefianza de la dgflogion,

ponemos en relacion con la problematica de nuestra tesis.

El criterio de seleccion ha sido el de privilegiar las investigaciones cognitivas y
didacticas que abordan especificamente el problema dififacion matematican el
nivel educativale pertinencia de nuestra teistsclo superior de la escuela secundari
primer afio de la universidagspecialmente aquellas que directa o indirectamente
estudian el rol de la tipicidad en los procesosrenocimientoy denominacion
(definicién de objetos matematicos. Nos hemos interesado en este punto especialmente
en virtud de que en el Esdio Empirico encontramos gravidencia de la tipicidad
gobernando los procesos espontaneos de definicion de objetos mateméticos de
diferentes contenidos mateméaticos y areas de conocimiento. Creemos que de esta
manera, abordando tiistos aspectos de la complejidad del tema de investigacion, es

posible ubicar el lugar de nuestra tesis en el contexto de la literatura cientifica.

Al tratar de organizar los trabajos para una presentacibn adecuada que no
significara una simple enumeranj establecimos un principio de inteligibilidade
interpretacion de los trabajos sobre la defdm, que lemos presentado en el Capitulo
1. Muy especialmente, nos referimos a la posibilidad de analizar el aporte y comparar
los distintos trabajos tenida en cuenta las exigencias planteadas por el dominio de
conocimiento y el nivel de escolaridad a los cuales se refieren las teorias o desarrollos.
Para ello, mas alld de presentar las ideas y conceptos generales de dichos trabajos,
presentamos en cada caslguna de las actividades propuestas por los autores,
discutimos como es presentado y analizado por ellos en términos de su teoria, el tipo de
actividad (situacion fundamental, ejemplo/modelo), el contenido matematico en juego, y
coémo se ubica la activadl en cada categoria de la grilla de iaisapresentada en el

capitulo 1
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A continuacion presentamos y analizamos los diferentes trabajos. Avanzamos que

en general, los autores:

1 se centran principalmente en la relacion entrelémicionesnatematicay los
conceptogque ellas definen, y en menor medida en la relacién coabi@sos

que la definicién determina (&xtensio

1 muestran que la tipicidad juega un papel primero en el reconocimiento de

objetos (geométricos); y

1 no consideran las represacibnes semiéticas explicitamente coefemento de
analisis de las observaciones y descripcion de los fendmenos, aunque las
mismas juegan un rol importante en las actividades suministradas a los sujetos

en sus investigaciones
2.2Exposicion y analisis de losabajos

2.2.1Shlomo Vinner: Nociones de Imagen de un Concepto
y Definicion de un Concepto en Matematica. 1980

Los términos Imagen de un conceptd y "Definicibn de un conceptd fueron
concebidos porvinner en 1980, definidos en una primera version en Virer
Hershkowitz (1980) y reformulados en Tall & Vinner (1981); comentarios teéricos
posteriores pueden verse en Tall (1988). Estas nociones tedricas fueron concebidas a fin
de dar cuenta de la complejidad cognoscitiva de la adquisicion de conceptos y su
articulacién con lacomplejidad de comprension dedeafinicion formalde los mismos.

La evidencia empirica mostraba respuestas aparentemente contradictorias o0
incoherentes al comparar la aplicacion de una definicibn formal y/o de una nocién
intuitiva en difeentes contextos. Las nocionesagen de un conceptoDefinicion de

un concepto permitieron explicar muchas de estas contradicciones aparentes
introduciendo otra nocién, la denagen Evocadale un concepto. En términos muy
generales, los autores explicaneqlas producciones de los alumnos se basan en
diferentes maneras de focalizar la atencién sobhmdgen de un concepiosobre la

Definicion del mismoal resolver un problemdo que hace que se activen diferentes
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aspectos del conceptbm@agen Evocadaante diferentes tareas o ante una misma tarea

en momentos diferentes.

En Tall & Vinner (1981)la Imagen de un Conceptes presentada como la
estructura cognoscitiva total que se asocia al concepto, lo que incluye todas las
imagenesnentales y caracterisas y procesos asociados. eafinicidon de un concepto
es ladefinicion formal del mismo, a la que consideran como poasta en palabras
(dichas o escritas).

Segun los autores, cuando se da la definicion formal de un conceptagken de
la definidon *® suele ser muy débil (especialmente por el uso de cuantificadores) a la
vez que laimagen del conceptpuede ser muy fuerte. La coexistencia de una fuerte
imagen del concepto con una débil imagen de la definiciébn del concepto, especialmente
cuando hayactores potenciales de conflicto entre ambas, permite también prever otros
fendmenos. Muy especialmente, Vinner y Tall postulan que cuando diactoses
potencialesde conflicto en la imagen del concepto estan en conflicto cdafilaicion
formal del concepto, pueden impedir el aprendizaje de la teoria formal en caso de no

llegar a convertirse en conflictos cognitivaxguales.

Finalmente, en los trabajos de Vinner encontramos también aspectos de interés en
relacion con latipicidad como heuristicapara el reconocimiento de objetos
matematicos. Asi por ejemplo en Vinner y Herskowitz (1983) los autores muestran que
la imagen de un concepten el area de geometria incluye en principio sélo figuras
prototipicas y que el criterio de aceptacion o recldzaina figura edasado en la
comparacion con la figura prototipica. El aprendizaje consiste segun los autores en el
enriguecimiento progresivo de conjuntos de ejemplos representativos del concepto, los

gue favorecen un progresivo alejamiento de la figuototipica.

En The Role of definitions in the teaching and learning of mathem@tioser,

1991)el autor aborda el rol de las definiciones en el aprendizaje y la ensefianza en el

15 El subrayado es nuestro

16 Notese que se habla aqui de la imagen de la definicion, y no de la imagen del concepto

25



nivel educativo de final del secundario y comienzo de la universidad ttesdauntos

de vista: un punto de vista pedagdgico, que se refiere al rol que la ensefianza le otorga a
las definiciones; un punto de vista tedrico, segun el cual desarrolla un modelo de la
formacion de conceptos explicitando el rol que las definicionbsria tener; y un

punto de vista practico, en el que desarrolla lo que segun sus investigaciones los
alumnos efectivamente hacen con la comprensién y el uso de las definiciones. En varios
puntos de su analisis se apoya en la comparacion con el usoddiriésones en la

construccion de conceptos de la vida diaria.

Desde un punto de vista pedagogico, observa que los modelos de ensefianza de la
matematica en general la presentan como una teoria deductiva en la que a partir de las
definiciones y axiomas gnediante reglas de inferencia se establecen los resultados. A
partir del analisis de libros de texto y organizaciones de ensefianza afirma que las
definiciones tienen un rol protagénico en la presentacién de los temas. Sefala que esto
no refleja el procespor el cual las matematicas son creadas y tampoco el proceso por el
cual los alumnos aprenden, pero si el proceso por elseusliponejue lo hacen. Se
propone entonces analizar cdmo los alumnos realmente adquieren conceptos y
contrastarlos con estas posturas que tienen en cuenta coOmo se espera que los alumnos

aprendan.

Al analizar lo que efectivamente ocurre con los alumnos, afirm@rierer lugar
gue cuando ellos intentamomprendemna definicion, no analizan el significado de los
términos técnicogontenidosen la misma, cuando la mayoria de las veces aun para
definiciones muy elementales esa conducta es indispensable. En seguago lug
establece que las definiciones en si mismas no son consultadas o evocadas en el
contexto de la resolucion de una tarea (como la tradicién pedagogica segun el mismo
Vinner parece suponer), sino que parecen prevalecer los hébitos de la vida diaria, segun

los cuales uno no necesitansaltar las definiciones

De esta manera, Vinner parece desmitificar la ilusion de la tradiciébn pedagdégica
sobre el uso de las definiciones a&kemar el rol que las definiciones matematicas
efectivamente tienen para los mloios al rol de las mismas en la vida diaria. Apoya sus
afirmaciones sobre tres trabajos emp?2ricos,

parte del sistema cognitivo qleue acti vado al trabajar en wu
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enfatizando que esto no sifica una evaluacion del sistema cognitivo en su totalidad
(sino solamente lgarte activadapor la tarea).Metodoldégicamente hablando esta
aclaraci-n es iIimportante porque seg%n su t

evocadao podrza ser diferente

Vinner presenta también un modelo de la adquisicion de conceptos y el rol que las
definiciones matematicas deberian teeer esos procesos para un funcionamiento
adecuado segun los requerimientos de la matematica. Segun este modelo, comprender
es tenemunalmagen del Conceptfy no simplemente conocer la definicion y poder
repetirla), lo que incluye entre otras cosas alguna memoria de procesos de construccion
de los objetos de referencia del concepto. Asimismo, la definicion no sélo deberia tener
un rol primero en la formacion de conceptos sino también continuar teniendo un rol una
vez que el concepto esta formado. En particular, como elemento de control en la

resoluciéon de tareas.

Apunta a la necesidad de cambiar los habitos de pensamiento perarstarav
sobre la posibilidad de lograrld\firma que en general las tareas provistas por la
ensefianza no alian a los alumnos a dejar edo&bitcs, en la medida en que la
referencia a la solémagen del Concepteuele ser exitosa. Solamente problemas no
rutinarios favorecerian esta actitud, pero en ese caso los alumnos lo consideran injusto,
o improcedent¥. En este punto el autor se muestr
aparentemente fuerza alguna que pueda cambiar los habitos de pensamiento que son, en

pri nci pio, inapropiados para contextos t®cn

Las actividades que analiza en este trabajo para ilustrar estas ideas portan sobre la
nocién de funcién, la nocién de tangemteuna curva y la nocién de limite de una
sucesion. Tomaremos para nuestro aisaBl trabajo sobre la nocion de tangente a una

curva.

Y fAunfai rongingn el
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2.2.1.1 Actividad analizada por el autarocion detangente a
una curva

A propdsito de esta nocidn, Vinner presenta un conjunto de preguaitasnos que se

supone que disponen did oumal oi elet &4 adeafoicmi @i
una curva por haber cursado una primera materia de céalculo. Sin embargo, la evidencia
empirica muestra que la Imagen del Concepto contiene implicitamente y de manera no
ver bal Il deas e
debe

a diferentes tipos de curva, estos aspectos de la Imagen del Concepto se manifiestan por

i m§ g e nngente debertogaa b cutvad em &N sélm n

punto y no atravesar |l a curva en ese
dibujos quefuerzana la tangente a pose esas caracteristicas en casos en que no
corresponde. Este ejemplo mostraria en particular responder al modelo de Vinner sobre

el rol de las definiciones en la resolucion de problemas: los alumnos no las consultarian

sino que actuarian en términos dénagen (Evocada) del Concepto

2.2.1.1.7Aplicacion de la grilla de analisis

Nocion de
Requisitos planteados Valores posibles tangente a
una curva
Necesidad de recurrira | si X
una definicion explicita no
Registro de descripcién Ienguanatural —
de la definicién expresiones simbolicas
lenguaje mixto X
Presencia de Simple X
cuantificacion en el Doble (existencial o
enunciado universal)
Registro de Lengua natural
representacion de Figural X
contraejemplos Numeérico
privilegiado Expresionesimbolicas
Grafico; reticulo
Campo de variaciones d| Amplio X
casos posible Restringido

18 Observamos que como las formas funcionales de las curvas presentadas no son administradas a los
alumnos, no cabria preguntarse por la utilizacion de la definicion formal en términos de derivada. Sin
embargo, si cabria el analisis en términoldangente como limite de las rectas secantes que pasan
por el punto de tangencia
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2.2.1.2 Comentarios sobre la teoria de Vinner

Esta teoria es sumamente fructifera para interpretar muchas de las producciones de los
alumnos aparentemententradictorias cuando son consideradas desde el punto de vista
estrictamente formal. Ofrece también elementos para comprender situaciones en las que
los alumnos no entran en contradiccion, en la medida en que postula que a fin de que los
aspectos contractorios sean percibidpss necesaribaunque no suficienteque sean

evocadosimultaneamente.

De gran interés para nuestra tesis son los resultados de Vinner acerca del
funcionamientoespontéaneale los alumnos en relacion con el uso de las definiciones,
con muchos indicios de permanecer en un modo de definir propio de la vida cotidiana.
En diferentes puntos de nuestra tesis mencionamos este fendmeno que hemos
identificado a través de indicios diferentes de los presentados por Vinner, y hablamos de
la ne@sidad de provocar una ruptura @stos modos de definppara una entrada en la
definicion matematica. A diferencia de Vinner, que como él mismo dice no parece
encontrar salida para abordar este fendbmeno, en la tesis proponemos fuentes de

variacion releantes para el trabajo didactico orientado a tal fin.

Entre los limites de esta teoria, encontramos el caracter rasigmado a las
representaciones semidticas en cuanto al analisis de las producciones. Las
caracteristicas de lanagen del conceptque bs investigadores atribuyen al objeto en
juego a menudo no son caracteristicas del mismo sino de alguna de sus representaciones
(seria entonces pertinente llamafl@agen de unarepresentacién semidticadel

concepto.

Una segunda debilidad en el mismotgimes la de presentar la Definicién Formal
de un concepto como una fApuesta en palabra
ignorar queicomo analizamos en el capitule th definicibn matematica se aleja
progresivamente de la posibilidad de ser formalan lenguaje natural para requerir
para objetos complejos la utilizacion de lenguaje simbdlico y cuantificacién simple y
doble y explicita, lo que plantea una exigencia mayor para las nociones abordadas por
Vinner y Tall en el nivel. Cabe destacar guemo estos autores reconoeélimagen

de la definicionde un concepto suele ser muy débil especialmente por el uso de
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cuantificadores, aspecto que no queda cubierto con la definicion formal concebida como

una fApuesta en palabraso.

Valoramos el aporte déinner y Herskowitz (1983) sobre la tipicidad y su rol en el
aprendizaje. Sin embargo en esta tesis sostenemos que es necesario provocar una
ruptura con | o protot2pico y no una conti nu

progresi voodichostaitdrésjz ada por d

2.2.2Ed DubinskyThe Studentds Constr |
Quantification. 1988

Como ya se esbozé en el capitulp Oubinsky presenta en este trabajo un modelo
constructivista del aprendizaje de taantificacibn como proceso deabstraccion
reflexiva en el sentido de Piaget. Para Dubinsky, el aprendizaje se produce por
interiorizacion de acciones que se convierten en procesos, los garcapsularen

objetos que pueden a su vez ser sometidos a nuevas acciones

Los objetosy procesoglel esquema de lauantificacionsegun Dubinsky son:

(é) l os objetos son proposiciones y una ¢c¢l ¢
operaciones logicas sobre conjuntos de proposiciones. Los procesos son encapsulados para
obtener proposiciones mas complejas y de estaemaarel esquema es generalizado.

Niveles mayores de cuantificacién son construidos coordinando dos 0 mas proposiciones

cuantificadas (é)

La descripcion de la construccion del esquema de la cuantificag#ominada por el

autordescripcion genética de uantificacion es dividida en tres estadios:

(é) el esquema preliminar que concierne al c
poseer de manera de comenzar a entender y trabajar con la cuantificacion; segundo, el nivel
simple de cuantificacion en elial un cuantificador existencial o universal es aplicado a un

conjunto de proposiciones; y finalmente el esquema completo de la cuantificacién en el

19 (Fregona, 1995) abre una discusién similar en relacién con las figuras planamedindidactico
para la geometrielemental; para ello, conttada postura de distindcautores sobre feguras tipicas
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cual dos o mas cuantificaciones son coordinadas para formar los enunciados légicos

complejos de la matertiéa avanzada

El esquema preliminarcomienza con proposiciones en sentido logico, es decir
enunciados que toman valor de verdad verdadero o falso, que se complejizan en dos
dimensiones: por un lado con el uso de conectores l6gicos que requieren la
coordinacion de las diferentes proposiciongspor otro lado con el uso de variables que
requieren la evaluacion de la verdad o falsedad de la proposicién en todo el dominio de
definicion. El alumnanterioriza el proceso de iteracion de la variable. La coorddmac

de estas dos extensionesarca el comienzo del estadio devel simple de la

cuantificacion(segundo estadio de la descripcidn genética de la cuantificacion).

El nivel simple de la cuantificacibooncierne a enunciados en los cuales un
cuantificador existencial o wuniversal se aplica a un conjunto de funciones
proposicionales. Para cada valor de la variable se obtienen proposiciones que se ligan
mediante conectores logicos produciendo una nueva proposicion; la cuantificacion
(existencial o universalaplicada a la iteracién de la variable essxcapsuladaen un

enunciado. Esto marca la transicios@gundo nivel

El segundo nivel de la cuantificacibbomienza con enunciados con doble
cuantificacion y dos variables, que se separan en dos enunciadtificadas (uno
interno, otro externo). Laoordinaciénde estos dos objetos se produce fijando un valor
de la variable externaplicando el nivel simple del esquema de la cuantificacion a la
cuantificacion interna encapsulandel resultado para obtenana proposicion. Esta
tltima es en realidad una funcion proposicional que depende de la variable externa
fijada; en consecuencia, el proceso anterior se repite aplicarel@amente el nivel
simple del esquema de la cuantificacién a la cuantificacion extpnoduciendo un

nuevo enunciado como resultado deraapsulacion.

Evidentementeeste proceso puede ser iterado de manera de tratar enunciados con
m¥%l ti ples cuantificadores. Seg¥n Dubinsky,

esquemaue puedenani pul ar cuantificaciones ani dadas
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2.2.2.1 Actividad analizada por el autoa hegacion de
enunciados

En el articulo, Dubinsky se centra en el estudio de dos clasasciimessobre los
objetos(proposiciones): lanegacionde una propsicion y elrazonamientcacerca de

una proposicion. Analizaremasqui su aporte sobre la accidn wkegacion por su
importancia con la definicion en matematica identificada por el m@rnuar y sostenida

por nosotros: para el autor,Aagacion deenunciados es fundamental en relacion con la
definicion de conceptpgn tanto la comprension del significado de un concepto supone

entender lo quesy lo queno es

La complejidad de la accion de negacion es analizada por Dulindkg diversos
momertos de la génesis de la cuantificacion, mostraedidencia empirica de las
dificultades de los alumnos en la negacion de un enunciado formulatengra

natural.

En términos generalesncuentra quéos alumnos acuden o bien a un analisis en
términos @l significadodel enunciado, o bien a u@aplicacion de reglasle negacion
de las diferentes partes del mismo.

En su mayoria, los alumnos que realizan un analisis del significado no llegan a dar

una respuesta, se pierden en el andlisis.

Entre los que @den a la aplicacién de reglass lerrores se ubican en los

siguientes niveles del proceso:

el de la negacion das proposiciones ligadasediante conectores

el de la iteracion de las distintas variables subordinadas (externa e interna)

= =2 =4

el de laaplicacion de la cuantificacion a las distintas variables
1 el de la posibilidad de encontrar ejemplos y contraejemplos

Nos parece interesante destacar especialmente que si todos estos aspectos son
importantes a la hora de entender los problemas de los alumnos en el tratamiento de
enunciados complejos, el tltimo apunta directamente al problemaxiehsiorde una

definidon. Es de imaginar que cuanto mas compleja seaestaictura formaldel
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enunciado, lgosibilidad de concebir ejemplos y contraejemplos sera mas dificil para
los alumnos yen consecuencia la comprensién del concepto asociado, en términos de
entender lo geesy lo queno es aspecto central segun el mismo Dubinsky para el

aprendizaje de la definicion de un concepto.

2.2.2.1.Aplicacion de la grilla de analisfs

Requisitos planteados Valores posibles La negacion de
enunciados
Necesidad de recurriraun  si
definiciénexplicita no X
. o lengua natural
Registro de descripcién d gua = No
Y expresiones simbolicas
la definicion —— corresponde
lenguaje mixto
: .« .. | Simple
Presencia de cuantificaciol Dob?e (existencial o "
en el enunciado .
universal)
_ | Lengua natural X
Registro d(_a representacior  Figyral
de contraejemplos o
e Numeérico
privilegiado . e
Expresiones simbolicas
Gréfico; reticulo
Campo de variaciones de | Amplio
casos posible Restringido X

2.2.3Greisy WinickiLandman y Roza Leikin: On
equivalent and Non equivalent Definitions: Rart
2000

Este trabajo aborda directamente, desde un punto de vista didactico, la relacion entre las

definicionesy los objetos mateméaticague las mismas determinan.

A fin de encuadrar el andlisis, las autoras explicitan en primer lugar los principios
l6gicos encontrados en la literatura acerca de las condiciones que debe cumplir un
enunciado pardefinir un concepto. Analizan también el significado declasdiciones

necesariay de lascondiciones suficientean la definicion de un concepto. Finalmente,

% Habra de notarse que el ejemplo dadaiénde negacion considerado aqui por Dubinsky difiere del
caso general de la cuantificacién de enunciados complejos analizado en el capitulo 1, en cuanto al
resultado de aplicdas distintas categorias de andlisis de la grilla.
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utilizan la nocién de clase de equivalencia para enfatizadgsge un punto de vista
matematico todas laslefiniciones equivalentesirven de la misma manera a la

definicion de un concepto.

Todas las consideraciones logico/matematicas establecidas orientan el analisis
posterior sobre las consideraciones didacticas para la enseflanza de una definicion.
Compartiendo la idea de que no es suficiente con comprender ugiagtol para
comprender el concepto que el mismo defidea que reconocen, como muchos otros
autoresgspecialmente concebida por Poingaparten de la idea de que segun sean las
concepciones de lmatematicay del aprendizajeque se tengan, se tendrayor o

menor éxito al ensefar una definicion.

En ese contexto, presentan algunas preguntas didactizagadoras para la
ensefianza de una definicion: i) ¢ cual seria el enunciado méas apropiado para definir un
concepto-entre todas las definiciones ecalentes posible8; ii) ¢sobre qué bases o
criterios realizar una tal eleccién?; y iii) ¢cuales son las mutuas influencias entre la
ensefianza y las elecciones posibles? Destacamos que estas preguntas orientadoras guian
el analisis posterior realizado esffi;amente sobre las posibles definiciones de la

nocion de tangente a una curva y su evolucién a lo largo de la escolaridad.

Explicitan que el analisis presentado en el articulo se basa en concepciones
constructivistas del aprendizaje y de la ensefiaijzda construccibn de nuevo
conocimiento se realiza sobre el conocimiento de conceptos conocidos con anterioridad
y estableciendo conexiones entre ellos; ii) para ayudar a los alumnos el docente debe
establecer relaciones dentro de la ZDP de los alumnggotsky, 1997); c) el
enunciado seleccionado como definicion debe ser basado en la intuicién (Fischbein,

1987); y d) es deseable que una definicion sea elegante (Vinner, 1991).

Considerardiferentes formas de ensefianza, sobre la base de la relaciofagntre
definicionesy los objetos matematicogue las mismas determinan. El analisis tiene en
cuenta especialmente una de las reglas establecidas por la I6gica formal segun la cual en
la definicion de conceptos kxtensionsigue una relacion inversa a la complejidad de
rasgos expresados pordamprensiénlLas autoras consideran que esta relacion inversa

de los conjuntos de objetos y las condiciones definitorias de un concepto pueden causar
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problemas al aprendizaje, espéuiente en cuanto a la conexién entre los conceptos

relacionados.

Sobre esta base y el andlisis de relaciones mutuas posibles edeéniaones-
basadas epropiedadesiel conceptoy los objetosque determinan, las autoras analizan

dos formas de erfianza principales:

1 una primera forma consiste en conducir la ensefianza partiendo de la definicion
de conceptos con pocas propiedadgslefiniendo en consecuencia un amplio
dominio de objetospara continuar con conceptos cada vez mas restrictivos
definidos por mayor cantida de propiedadesiy determinando asi

progresivamente dominios menores de objetos

! la segunda forma seguiria el camino inverso, partiendo de definiciones mas

fuertesy continuando con definiciones cada vez adésiles

2.2.3.1 Actividad analizada por las autoraefinicion de
tangente a una curva

Analizan a continuacién las dos perspectivas mencionadas en relacién con la nocion de
tangente a una curva, nocion que en el curriculum de escuela secundaria israeli es vista
en diferentes contextos con diferentes coaciones: en Geometria Euclideana como la
tangente a un circulo; en Algebtacomo la tangente a una parébola; en Geometria
Analitica, como la tangente a secciones coénicas y finalmente en Calculo, como la
tangente a graficos de diferentes funciones. Skxgiautoras, por razones evolutivas de

los alumnos es sélo viable la aproximacion educativa que comienza definiendo el
concepto de tangente a un circulo, porque los alumposstarian preparados para
comenzar con la nocién de tangente a una curva geraralizan los problemas
cognitivos que devienen de esta aproximacion, en términos de las propiedades que

deben incluirse progresivamente en la definicion, a medida que se amplia el conjunto de

L Segun la denominacion utilizada en los paises de tradicion anglosajona
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objetos matematicos de referencia (de circulo a parabola,réleofma curva general

convexa y de curva general convexa a curva general).

Las autoras analizan un problema de origen didactico. La mayoria de las curvas se
presentan en la ensefianza en contextos restringidos y ciertas propiedades de las rectas

tangentewalen o no segun sea el tipo de curva.
La investigacion conduce a las autoras a identificar las siguientes consecuencias

1 las propiedades observadas en los ejemplos pueden ser percibidas como

condicioneglefinitoriasde las tangentes a todas las curvas

1 propiedades (esto es, condiciones necesarias de un concepto) pueden ser

percibidas como condiciones suficientes

1 la secuencia de aprendizaje puede inducir una transferencia incorrecta de las
propiedades de una curva a otra. Esto puede resultar de laefatantion al
hecho de guecambios en el conjunto de las propiedadis un concepto
implican cambios en @onjunto de objetosjemplificando el concepto (relacion

entre lacomprensiéry la extension

2.2.3.1.1Aplicacion de la grilla de analisis

Requisitos plantetos Valores posibles Definicion de tangente
a una curva
Necesidad de recurrira | si X
una definicion explicita no
Registro de descripcion Iengua.naturall AT
de la definicion expresiones simbolicas
lenguaje mixto X
Presencia de Simple X
cuantificacion en el Doble (existencial o
enunciado universal)
Registro de Lengua natural
representacion de Figural X
contraejemplos Numeérico
privilegiado Expresiones simbolicas
Gréfico; reticulo
Campo de variaciones d| Amplio X
casos posible Restringido
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2.2.3.2 Comentariosobre el articulo de WinickLandman &

Leikin,
Los principios l6gicos y didacticos generales de este articulo estabbreeteristicas
formalesde las definiciones y se refieren a las condicioree®sariag/ suficientegjue
definen unconcepto.Sin embargo, el analisis de las secuencias didacticas para el caso
analizado (de tangente a una curva), se basa en la relacion entre las gefititgsnes
y los objetosmatematicogjue ellas determinan.

Este aspecto es diferte de la mayoria de los trabajos sobre el tema, que establecen
relaciones de las definiciones con los conceptos pero no con los objetos que las mismas
determinan. Por ejemplo, como veremos a continuacion, Cecile OWBuiéet estudia
| aconBtruccion deuna definicidél® y cohstrucdion de unconcego vy | a di al ®c't
de esta construccion, y seferencia a los objetos es sélo relativa a la consideracién de

ejemplos y contraejemplos.

El aspecto semiotico es sdhoplicitamentdomado en cuenta en estdiculo; sin
embargo, es de notar que muchas de las propiedades mencionadas como utilizadas en la
escuela son relativas a Iepresentacion graficade la curva, por ejemplo: las
e X p r e stocar ereus sofo punéo gejamia la curva de un mismo lado g#ano

respecto de latangerie, entr e otr as.

2.2.4 Cecile OuvrierBuffet. Construction de
définitions / construction de concept : vers une
situation fondamentale pour la construction de
définitions en mathématique006

Los estudios epistemoldgicos y didéos de OuvrieBuffet -realizados con caracter de
andlisis preliminaresse dirigen segun la autora a identificar elementos reinvertibles en
los andlisis didacticos y realizacion de situaciones de construccion de una definicion

(SCD). Las hipdétesis de trajo de esta tesis son:

1. Es necesario un estudio epistemolégico para establecer concepciones

significativas sobre la definicion y su construccion en matematica,;
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2. La construccion de una definicion funciona de manera dialéctica con la

construccion del concépen juego.

En el Estudio epistemoldgico de la Definicion, se plaréetre otras preguntagQué
es una definiciéh Qué es defin®? Su trabajo indaga el sentido de definir en una doble
acepcion (corriente y matematica) y se propone encontrar lossreatia explicitalos
procesos de definicidpropios de la actividad del investigador en matematica a fin de
establecer relaciones entre estos procesos y loscdadauccion de una definicignde

la construccion de un concepta el aprendizaje.

En relacion con la acepcion matematica, el andlisis la lleva a identificar invariantes
que ella sintetiza en tres tipos de concepciones principales sobre las definiciones
(aristotélica, popperiana y lakatosiana). Estas concepciones son expuestas yasnalizad
utilizando el modelo cK¢ de Balacheff (1995), mediante el cual especifica también los
operadoresy controlesasociados a cada una de dichas concepci@sts. modelo le
facilita encontrar estadios en la construccion de definiciones y elementos ceatoades
la formacion de conceptos y aun incluir concepciones previas de los estudiantes sobre la

definicion.

Entre losoperadoresy controlesidentificados (en el sentido de Balacheff) se

encuentran:

1. losoperadores linglisticogjue conciernen a farmade una definicion y el uso

de las condiciones de uso de las palabras y expresiones.

2. los operadores logicogjueconciernen a la equivalencia entredefiniendury
el definiens a evitar el circulo vicioso y a la condicién de encontrar condiciones
necesadas y suficientes. La autora identifica tambiéoméradori ge ner ac i

ejemplos y de contraejempl oso.

Las funciones de una definicion encontradas por la autora son principalmente las de
comunicaciony de prueba Afirma que estas diferentes funcionesegen también
engendrar operadores de control de tipo linguistico, hecho que, para ella, subraya la

importancia del aspecto operatorio de una definicién.
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Una hipotesis importante que surge del estudio es que para que la construccion de

un concepto sea poi bl e es necesari o movilizar una

activacion de diferentes puntos de vista, cuestionamientos sobre los conceptos que

conciernen a la definicion, puesta en cuestion de propiedades, etc.

Una organizacion de la ensefianza coanadual en la que una (sola) definicion es
puesta desde el inicio es incompatible con la negociacion de una situacion de

construccion de esa definicion.

Tres variables did4cticas principales para una SDC son identificadas:

1 las funciones de la definicion: en relacibn con los objetos geométricos
especialmente ekconocimienty la construccion

1 el pedido de una definicion (explicito o no);
1 la organizacion de la clase (en grupos o no).

Con vistas a la construccion de otras Situaciones Fundamertales ntido de
Brousseau (1997), la autora analiza las condiciones para el caso en el que el
conocimiento al que se apunta es etaleer construir definicionede un concept@ara

ello, se plantea que es necesario reestudiar y enriquecer las caracteristicess d
situaciones correspondientes a las variables identificadas en su tesis (Resolucion de
Problemas, MatematizacionModelizacion, Clasificacion)En cuanto a las situaciones
didacticas que conciernen a conceptos ya naturalizados o institucionalizagiese

gue o bien los objetos matematicos en juego no sean reconocidos o bien que la
definicion conocida de antemano resulte ineficaz. Por ultimo, en relacion con las
situaciones (SDC) de matematica discreta desarrolladas en swOiegigrBuffet se
plantea la pregunta de una posible proximidad entre este dominio y el de la geometria,

Afen | o gqgue concierne a | a accesibilidad

2.2.4.1 Actividad analizada por la autoraegplazamientos sobre
una grilla discreta

Las situaciones estudiadas en su tesis se refieren a matematica discreta y tareas de

clasificaci - n. Presentamos aqu?2 su ans8l.
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desplazamientos sobre una grilla discrétd ® y su rel aci-n con |

algebra lineal.

Ouvrier analiza las combinaciones vectoriales con coeficientes entsaiwey el
plano discretd”?, es decir con vectores a coordenadas enteras. El problema matematico
concierne a la posibilidad de alcanzar todos los puntos de la grilleocnbinaciones de
vectores lo que da lugar a la nocion de conjunto generador. A fin de caracterizar
operatoriamente tal nocion define los desplazamientos elemend&isss(los que
llegan a cualquier lugar de una zona) ydaspoco por todos ladds(los que llegan tan
cerca como uno quiera). Cuando ambas propiedades se cumplen es posible alcanzar
todos los puntos de la grilla; es por ello que se pueden considenamuna definicion
operatoria de la nociébn de conjunto generador. Se plantea el problesndad
minimalidad de un conjunto de desplazamientos en el sentido de si la supresion de un
desplazamiento elemental modifieal conjunto de puntos al can
que denomina conjunto generador minimal. También se plantea la pregunta de si los
conjuntos generadores del plano discreto tienen la misma cardinalidad, y estudia la
relacion entre la minimalidad y la unicidad de caminos (combinacién lineal Unica e
independencia lineal). A partir de un ejempkn la recta, la existencia de varios
camina no implica no minimalidag establece que conjuntos generadores minimales
pueden tener cardinalidades diferentes. Da un criterio para construir conjuntos de
desplazamientos elementales generadores y minimales de cardinalidad diferente que
pueden ser cotrsiidos con cardinalidad arbitraria. Demuestra que para k mayor que 2
existen conjuntos de desplazamientos elementales sobre la grilla, generadores

minimales de k elementos.

En relacion con el algebra lineal, Ouvrier sefiala la dificultad de comprersslaa d
propiedades Al i neal mente independiente max
conjunto de vectores por el hecho de ser equivalentes en ese domestudit de los
desplazamientosobre la grilla discretle permite problematizar esos conceptogigsa

a que ellos no se corresponden en el plano discreto como lo hacen en algebra lineal. A

2 fy.p-partoud en el original
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través de la exploracion de casos en un campo amplio de variaciones gakfsle
como el analisis de las familias de generadores grenZ , de diferente cantatl de

pasos, el contexto de la grilla discreta le permite concebir desplazamientos elementales
gue no sean ni densos ni 4p@rtout, u.ppartout y no densos, no tpartout ni densos,

etc. La posibilidad de disociar dos propiedagesel sentido de podepncebir que se

dé A y no se d8 - esta en la base de la posibilidad de comprension de dichos
conceptos segun la autora. M&s generalmente, la posibilidad de analizar ciertos
conceptos en un contexto en el que algunos enunciados no son verdaderosdpermite

sentido a la apodicticidad de los enunciados verdaderos del algebra lineal.

2.2.4.1.1Aplicacion de la grilla de andalisis

Desplazamientos
Requisitos planteados Valores posibles sobre ua grilla
discreta
si
. . X
Necesidad de recurrir a un (s6lo
definicién explicita no .
definiciones en
acto)
: o lengua natural
Registro de descripcién d gua AT
Y expresiones simbolicas
la definicion —
lenguaje mixto X
: .| Simple
Presencia de cuantificaciol Dobrl)e (existencial o
en el enunciado . X
universal)
. .. | Lengua natural
Registro de representacior Figugral
ntraejempl —
de. om0 Numérico
privilegiado : —
Expresiones simbalicas
Grafico; reticulo X
Campo de variaciones de | Amplio X
casos posible Restringido

2.2.4.2 Comentarios sobre la tesis de OuvBriffet

Esta tesis aborda explicitamente la relacién entredédmicionesy los conceptos

matematicosbajo la hipétesis de una relacion dialéctica en su construccién.

La otra relacion, la de ladefinicionescon los objetos matematicosque la

definicion detemina (la extensioh es considerada solamente en el sentido de la

41



identificacion de ejemplos y contraejemplos y especialmente en relacion con su rol

dentro de la concepcidn lakatosniana establecida por la autora.

El aspecto representacional no es tomaxdicitamente en su tesis pero Ouwrier

Buffet sugiere la importancia de su estudio, aspecto que relaciona con la percepcion.

2.2.5Eric Laguerre: Le concept de typicalité appliqué aux
registres figuraux et numeriéalgébriques figures
archétypes, prototypgmthologiques et pathogénes,
typicalité dans la résolution de tache. 2007

Este autor esta interesado en la manera en que se constituyen las representaciones
figurales tipicas de los alumnos, y su rol en el marco de la resolucion de tareas a partir
de laspropiedades de un teorema. Asimismo, busca identificar el rof tigueas clave

utilizadas en la ensefianza.

Distingue | a s figuras Afarquet2picaso de | as
primeras
€ son producidas por |l os estudiantes antes

culturales pregnantes anteriores a los objetos mateméticos en curso de estudio

Cabe aclarar que el sentido queoesa&lda | a ex

anterioidad atodaensefianza sino a la de un contenido particular.

Las figuragprototipicasson las qu@roducen espontaneamente los alumnos durante
o después de la ensefianza de ese contenido; son figuras que expresan las premisas del

teorema a la vez que:

( é )contienen igualmente propiedades contextuales superfluas, reales o erréneas,
agregadas o reconocidas como importantes por los alumnos fuera de toda descripcion
explicita hecha por el ensefiante, que se encuentran mezcladas al momento del aprendizaje

o de maera mas natural

En relacion con el rol de ldigjuras clavecomienza diciendo:
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La nocién de figura clave es corrientemente empleada en la ensefianza francesa. Nosotros
partimos, a priori, de la idea de que las figuras llamadas clave podian jugar un rol
facilitador en la aplicacion de un teorema pero también perturbador si variables figurales

superfluas se adjuntan a las variables minimales que permiten definirlas

El trabajo de Laguerre se inscribe dentro del marco teodrico general provisto por Duval.
En #rminos generales, por el rol que le otorga tanto en la investigacion cognitiva como
en su propuesta didactica a la articulacion de registros de representacion (en este caso el
registro figural y los registros simbdlico y numérico). En cuanto a la geamtgtrie en

cuenta todos los desarrollos de Duval sobre las posibles entradas en este dominio, las
diferentes maneras de ver una figura y sus relaciones con el reconocimiento de formas y
la identificacion de objetos (Duval, 1995, 2005).

En particular, reanoce que la constitucion de las figuras prototipicas hace por un
lado posible el reconocimiento de una subfigura en una figura compleja (visualizacion
iconicasegun Duval), lo que facilitgpor ejemple la aplicacion de un teorema, pero por
otro lado obsiculiza la posibilidad ddescomposiciog transformaciérde las unidades
figurales en funcion del objetivo de la tarea (aspecto que si es posible mediante una
visualizacion no-icénicad). Es por eso quedtorga importancia a la capacidad de
repertoriar los @efios tipicos para una manera iconica de ver una figura, pero reconoce
sus limites y postula que las variables figurales deberian ser representativas del

enunciado del teorema a fin de no promover aplicaciones erréneas.

2.2.5.1 Actividad analizada por el autaplicacion del Teorema
de Thales

La eleccion del teorema de Thales para realizar el estudio se basa segun el autor en la
posibilidad que ofrece para poner en evidencia la existencia de figuras geométricas

arquetipicas y prototipicas en geometria y, a sraeéla necesaria articulacion con los

registros num®rico y simb-lico requerida p
influencia de | a visi-n de una figura sobre

En s u estudi o, i denti fica einc aproi mer | a s
Aprotot2picaso relacionadas con el t eor eme

parametros superfluos (variables figurales) que definen los prototipos podrian engendrar
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cuando se modifican valores de esas variables, especialmente sobrg@odoseti
operacion: elreconocimientode una figura (lo que lo conduce a definir las figuras
patoldgicas); y lascriturade relaciones literales entre medidas guasta en ecuacion
al aplicarel teorema (lo que lo lleva a definir las figuras patégenawlriente, estudia
la influencia de la ensefianza sobre estos procesos, especialmente el pafigde la

claveque acompaiia en general a dichas propuestas.

Entre otros resultados, Laguerre muestra figuras arquetipicas y prototipicas
relacionadas con étorema en alumnos de 13 y 14 afios y su interrelacion e influencia
sobre los procedimientos deconocimientale la figura (pertinencia del teorema) y los
de suaplicacién lo que supone una escritura literal y posterior formulacion de una
ecuacion y suesolucién. La evidencia empirica lo conduce a identificar un conjunto de
parametros superfluos de los prototipos que al ser modificados generan dos tipos de

figuras:

T figuras a | as gue denomi na Apat ol - gi ceé
relaciones del teema pero que los alumnos no reconocen, por no poder

identificar subfiguras o configuraciones visuales prototipicas

T figuras a | as que denomina fApat- - genaso:
del teorema y que los alumnos reconocen, pero que aplicameamente en

virtud de las relaciones numéricas y simbdlicas que establecen

Al analizar la evolucion de los arquetipos y prototipos en los alumnos y las propuestas
de ensefianza asl@ue son expuestos, concluye entre otras cosas que la ensefianza
favore® que de las dos figurasquetipicasdentificadas en alumnos de 13 afios una de
ellas se transforme gamototipicapara los alumnos a los 14 afios. Lo mas importante d

esta conclusion en relacion corr@l de la ensefianza es cquarece invertirel ordenen

el sentido de que la figura que se transforma en prototipica es la que aparecia con menor
frecuencia como arquetipica el afio anterior, especialmente en virtud de la influencia de
las representaciones prototipicasadas por los profesores. Otro resultade
importancia es el de la relacion entre la geometria y el algebra identificado en su estudio
de los manuales escolares: segun Laguerre, las propuestas de ensefianza utilizan el

teorema de Thales padar sentidoa nociones algebraicas y no por su sigation
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geomeétrica intrinseca, a partir de problemas que favorecen la puesta en relacion de los

datos de un pr eilbret@noalafigerda m®t ri co i

Las figuras clavepropuestas por la ensefianza contienen intrinsecamente toda la
fuerza y debilidadel | as fi guras protot2picas. Propo
i nstaurar en | a ensefanza una variabilidad
En part i c uelitarrgye loa arquetimos st &rangformen en prototippos deber 2 a
considerarseuna gran variedad de parametros definitorios de los prototipos,
ficaracterizados por variables figurales estrictamente en relacién con el enuaciado
Esto ayudaria akeconocimiento de los prototiposn figuras complejas y a la
identificacién deconfiguragones visualegjue podrian mostrar la pertinencia o no del
teorema de Thales para una figura dada pero abriria la puerta a unanuiiadaica

favorable a otros objetivos.

En ese orden de ideas, propone la variable proporcionalidad (interna/externa):
segun el tipo de reparticion de las medidas y el valor a calcular, la figura sugiere la
version del teorema de una recta paralela a uno de los lados de un triangulo, o la version
de dos paralelas cortadas por dos transversagggin el autor, esta variabpermite
evitar un procedimiento de visualizacidon estrictamente icénico ligado a la lectura de los
datos numéricos y posterior calcidim retorno a la figura Postula que la puesta en
juego de esta variable favorece que los alumnos analicen la figwandosdentificar
relaciones geométricas, analicen luego los datos numéricos buscando la version del
teorema mas apropiada, y luego vuelvan al registro figural para aplicar esa version del
teorema. En otras palabrasykxiableproporcionalidadimplicitamente favoreceria que
los alumnos volvieran espontaneamente a la figura para efectuar los célculos o como
elemento de control. Es deeirv i t la huitdaalo nias pronto posible de lo geoméico

identificadapor Laguerre en sus experiencias.
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2.2.5.1.]Aplicacion dela grilla de analisis

Aplicacion
Requisitos planteados Valores posibles dd teorema
de Thales
Necesidad de recurrira | si No
una definicion explicita no corresponde
Registro de descripcion Iengua.natur_al b6 No
de la definicién EXpresionesimboticas corresponde
lenguaje mixto
Presencia de Simple X
cuantificacion en el Doble (existencial o X
enunciado universal)
Registro de Lengua natural
representacion de Figural X
contraejemplos Numeérico
privilegiado Expresiones simbolicas
Gréafico;reticulo
Campo de variaciones d. Amplio X
casos posible Restringido

2.2.5.2 Comentarios sobre el articulo de Laguerre

El trabajo de este autor no se refiere glaeesos de definicidie objetos matematicos
sino al uso de un teorema como herramienta lpan@solucion de un problema. El nivel
educativo en el que realiza su estudio sobre el Teorema de Thales tampoco concierne al
nivel educativo de interés de nuestra tesis. Sin embargo, es muy proximo a nuestro

objeto de estudio en la medida en que:
1. En su etdio cognitivo:

1 por un lado indaga el lugar que ocupan los caracteres tipicos en el
reconocimientode propiedades de objetos matematicos en un registro (el
figural).

1 por otro lado, tiene en cuenta las relaciones que los alumnos establecen con los
procedmientos algebraicopara la resolucion de una tarea a partir del teorema,;
es decir tiene en cuenta la articulacién del registro figural con el numérico
algebraico como medio para la resolucion de una tarea (si las relaciones

establecidas son correctas,se vuelve o no a la figura, etc). El papel de los
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prototipos es analizado aqui en lo que afecta o no al reconocimiento de una
figura y sus consecuencian los procedimientos numériadgebraicos de
aplicacion del teorema

2. En su propuesta didactica setisiguen los siguientes criterios:

1 favorecer el reconocimiento de configuraciones visuales como herramienta para
decidir la pertinencia o0 no de aplicacion de un teorema (el de Thales en su

estudio);

1 favorecer la salida de un modo de visualizacion estnietde iconicd para una

entrada en una visualizacién matematerael registro figural; y finalmente

1 favorecer una articulacion entre registr@n su analisis, conversiones en doble
sentido entre los registros figural y numériagebraice, a fin deevitar el
encapsulamiento en el registro numéficb ge br ai co Asin retornc

resolver un problema

2.3Sintesis general de la literatura cientifica

Como anticipamos en lmtroducciénde este capitulo, la mayoria de los trabajos se
centra principlmente en la relacion entre ldsfinicionesmateméticas y losonceptos

que ellas definen, y en menor medida en la relacion coabi@sosque la definicion
determina. En caso de ser abordada, esta segunda dimension se restringe a la capacidad
de los alimnos de reconocimiento de ejemplos y contraejemplos por medio del andlisis
de diferentes instancias particulares.

En cuanto al procedimiento de reconocimiento utilizado, Vinner y Herskowitz
(1983), Vinner (1992), y Laguerre (2007), coinciden en que &guea prototipica la
que juega como referente principal en el criterio de aceptacién de una figura geométrica
como adecuada a un concepto dado. Estos estudios cognitivos, entonces, desde
diferentes marcos tedricos, coinciden en la explicacion del hexljuel los alumnos
acierten o no a reconocer los posibles objetos que forman partexteraionde un

concepto.
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Entre las investigaciones didacticas, Winitkndman & Leikin si abordan
explicitamente la relacion entre las definiciones ydbgtos a través de la relacion
inversa entre (la cantidad de rasgos captados pocprgprensiony la extension
(conjunto de objetos definidos por el concepto en cuestion). OdBuféet otorga
importancia al reconocimiento de ejemplos y contraejemplos empriosesos de
definicibn segun la concepcion sobre la definicion identificada por ella a la que

denomina concepcion lakatosniana.

Los diferentes autoresmplicitamente dan cuenta dda importancia de las
representacionesn la medida en que las actividadestematicas destinadas a estudiar
los procedimientos y concepciones de los alumnos son medieala® no podria ser
de otra manerapor representaciones semioticas: escrituras numéricas, dibujos de
figuras geométricas o dgaficos de funciones, y en geakson formuladas mediante
preguntas en lenguaje natural. Sin embargo, la influencia especifica de este aspecto

representacional no es tomada en cuenta en el andlisis de los resultados.

Un ejemplo de ello es el analisis de Ouvierffet sobre laidentificacion de
ejemplos y contraejemplan la concepcidn lakatosniana definida por ella, en la que,
s eg¥n |l a autor a, Ano h aQuvries-BuBet sugiexe sohe repr
embargo que una posible via didactica a explorar seria la de teneema tas

definiciones en relacion con las representaciones de los objetos.

Otro ejemploes el Vinner sobre la nocion de tangente a una curva, en el que la
Imagen del Concepto contiene de manera no verbal imagenes compatibles con el
registroi figural- de pesentacion de la tarea. Encontramos otro ejemplo interesante en
otro lugar Vinner y Tal, 1981) sobrela Imagen Eocadadel concepto de limite de
sucesiones segun el modelo de Vinner: respuestas de los alumnos aparentemente
contradictorias son interpretas en términos de la parte ddrtsagen del conceptgue
esevocadasegun el tipo de pregunta formulada: en un caso la pregunta activa nociones
asociadas al concepto de limite y en otro caso activa procedimientos numeéricos. El
analisis es sumamente inteaate, pero no tiene en cuenta el lugar que las
representaciones periddicas y decimales juegan en esa evocadiereetespartes
del concepto. En términos mas generales, Vinner y Tall no tienen en cuenta que las

representaciones de un mismo objeto iG@rehtes registros hacen quea misma tarea
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desde el punto de vista matematico constituyproblema diferentelesde el punto de
vista cognitivo (y evocar en consecuencia diferentes partesiaedgen del Concepto
segun el modelo de Vinner)

Por su pete, WinickiLandman & Leikin implicitamentedan cuenta de la
representacioren la medida en que las definiciones encontradas sobre la nocion de
tangente expresarerbalmenteaelaciones que se refierenragistro gréaficq y atribuyen
los resultados a las propiedades extraidas por los alumnos a partir de la observacion de

curvas particulares.

A diferencia de esos autores, Laguerre tiene en cuerplicitamentelas
caracteristicas de los objetos en juego en cuatdmason representadcen el registro
de las figuras. Toma también en cuenta:alticulacion con losprocedimientos
numericos y algebraicos que pueden los alumnos realizar a partir del reconocimiento de
la figura y de las relaciones que contiene; las vasathi@acticas (relacionadas con la

figura) que pueden promover procedimientos de doble articulacion entre registros; etc.

En relacion con la funcién que la tipicalidad juega en la construccion del
conocimiento, los diferentes estudios abordan este aspeab area de geometria, y
ligado a los registros figural o cartesiano (para el caso de las funciones). Segun el caso,
el prototipo es tomado en un sentido positivo (como favorable a la construccion del
conocimiento) o negativo (como obstaculo al recan@ito de un objeto o para la

resolucion de tareas).

No hemos encontradestudios cognitivogue indaguen el rol de la tipicidad en los
dominios numérico o algebraico, aspeeto el que nos interesamos esta tesis.
Tampoco se identifican fendmenos ligach la tipicidad comunes a diferentes areas de
conocimiento y a la representacion en diferemgggstros semidticqsen particular

fendmenos ligados a un lenguaje (natursinybolico del algebia

Los diferentes estudios manifiestan de una u otra radaerecesidad de conducir a
los alumnos a poner en relacion sus conocimientos basados en la experiencia con
objetos Aindividualeso y |l os conoci mientos

formalmente dada. En esta tesis abordamos esta complejidaddecando
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especialmente larticulacion de registros de representacion como fuente principal para

guiar esa evolucion.

Entre otros desarrollo$presentados en losapitulos 4 y § destacamos los
siguientes, que aportan de manera complementaria a |latigaotones analizadas en

este capitulo:

1. mostramos que los sujetos a menudo no pueden encontrar contradicciones por
comparacion de distintaspresentaciones semiéticde un mismo objeto, debido a
lo que se denomina ehcapsulamientde registros de representacion, evitando asi
gue unconflicto potencialse convierta en actual (aspecto central destacado por

Vinner para el tratamiento conceptual de una definidier) capitulo 4)

2. mostramos lasransformaciones semiéticasqueridaspor el reconocimiento y la
descripcion de un objeto individual y por la comprension y operatividad de una

definicién (ver capitulo 5)

3. mediante un andlisis semio/cognitivo de tareas matematelasr@anos fuentes de
variacion sisteméticas para el recondeimo, observacion, descripcion y

denominacion (definicién) de objetos matematig@s capituldb).
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3 Marco teorico/metodoldgico: Teoria de los
Registros de Representacion Semiotica

En este capitulpresentamota Teoria de los Registros de RepresgitaSemiotica
teoria de refencia principal de esta tesisEsta teoria segun sostenemosiene
profundas raices fregeanasespecialmente en la distinciésentidé/referencia.
Hemas considerado importante identificamostraraquilas pincipales elaciones entre
ambasteorias,por el interés tedrico del tema, y para facilitar la comprensiorogle |

conceptogjue utilizamos de est@aitores.

El punto a desarrollar aqui de la vasta obra de Fkéme distincion
sentido/referenciaconcierne a su peremcia para explicar dos aspectosdamentales

de la actividad matematica:

{1 el progreso discursivo involucrado en el razonamiento matemético y el calculo;

71 la diferencia de valor cognoscitivo involucrado en diferentes maneras de
presentacion de un objetcsy relacion con la identificacion del objeto

Para nuestro analisis, jerarquizaremos la nocionseietido como portador de
informacion para identificar un objeto matematico y la distins@émntido/referencian

relacion con el andlisisle los enunciados deentidad. Asimismo, analizaremos la
importancia del sistema de escritura en la teoria de Frege y los alcances de esta teoria

para el uso de los signos en matematica.

Estos aspectos se extienden y profundizan en la teoria de los Registros de
Representacit Semidtica de Raymond Duvale una manera que precisaremos segun

nuestro analisis por razones intrinsecas a la actividad matemética y a las caracteristicas

23 A partir de qui vamos a escrikirsentido» al utilizar la palabra con la significacién dada paege, y
« sentido» al utilizarla con una significacion diferente

4 Desarroll6 un sistema formal que sirvi6 como base para la l6gica moderna. Precursor oficial de la
I6gica de predicados formalizada por Rusell y Whitehead en los Principia Mathematica.
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del funcionamiento cognitivo en esta area. Las principales dimensiones segun las cuales
esta teda constituye una extensién y una profundizacion conciernen a la distincion
entre contenido de wuna representaciohjeto representado la nocién de
transformacion semioticay el recurso a la identificacion daidades significantegara

la identificaciondel contenidode una representacion (o dehtidofregeano).

3.1La distincidonsentido/ referencia

La distincion sentiddreferencia (o denotacion (Frege, 1974) constituye uno de los
principales aportes de Frege al analisis de los signagfém@ncia(o denotacion de un
signo es lo que el signo designa, y sntidoes la manera de presentacion de la

referencia.

En Grundgesetze der Arithmetikrege lo precisa de esta manera:

Digo ademas, que lo que un nomlesresaes su sentido, y lo que representa es su
referencia

Las preocupaciones centrales que lo condujeron a realizar esta distinciéon eran la de

encontrar el significado dea=Hboy ¢ maurmpwisa dad d

de substituir unas expresespor otras conservando el valor de verdad.
A propésito, dicen Ducrot &Todorov (1972)

El problema inicial de Frege es el siguiente: segun la definicibn misma de identidad, si dos

objetos son idénticos lo que es verdadero para uno es verdadero paraelo( ¢ ) As 2,
cierto que el lucero del alba es menos grande que la Tierra, debe ser también cierto que el
lucero vespertino es menos grande que la Tierra, puesto que el lucero del alba y el lucero

vespertino no son sino un mismo objeto, el planetauv¥eRero hay ciertos contextos

(l'lamados foblicuosd u fAopacosod) en que no p
l ucero del albad sin modificar el val or de v
Venus es el | ucer o deni eanltbraads piuPeedder 0s esra bwee rqdua
l ucero vespertinoo puede ser falso. Para res:

de una expresion, o sea, el objeto que designa, de su sentido, o sea la manera en que la
expresion designa ese objeto, lafoimaciones que da sobre él para permitir identificarlo.
AfLucero del al bao, ALucero vespertinoo vy

sentidos distintos; esto permite definir los contextos oblicuos (u opacos): son aquellos en
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que la substitucion dedos términos de igual referente y sentido diferente puede ocasionar
un cambio erel valor de verdad, porque en esos contextos lo que importa es el sentido de

las expresiones y no su referente.

Esta descripcion explica la importancia de la distinciémtido/ referenciacuando la
substitucion de un término por otro (siendo dos términos de ligfeakentey sentido
diferente) en un discurso ocasiona un cambieleralor de verdad. Esto es natural, en

la medida en quecomo expresan Ducrot y Todorda disincion entre eteferentey el
sentidode una expresion surgen en Frege para resolver la paradoja que planteaba que en
ciertos cont e x $idosobjetos senedénticosela qae eq veeladéro para

uno es verdadero para el otio

Ahora bien, com veremos, la distincionestido/ referenciase torna muy
importante en los contexte® oblicuos, en los que la substitucion de dos términos de
igual referente ysentidodiferenteconservanel valor de verdad (salva veritate). La
razon es que mediante esecanismo, las sustituciones de unos términos por otros
presentan continuidad y novedad a la vez, o que permite explmamgeeso discursivo

propio del razonamiento matemético y el calculo B:&r8.

Como veremos también, esto se explica por el hecho de que estas sustituciones
realizadas mediante un cambio sentidoe invarianciareferencial son basadas en
enunciados de identidad deli ppebo i port adores de i nformaci -
son basadas en enunciados que tienen la propiedad de que a la diferencia entre los
sigrma®ds YA @brresponde un c on teesobie élobjetomieor mac i

designan

3.1.1La nocion de objeten Frege

Antes de analizar los distintos aspectos de estas nociones debidas a Frege, conviene

precisarque este autor define conobjetoa todo aquello a lo que linglisticamente le
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corresponde una expresi@aturada (0 nombre¥®, por ejemplo: 4, 4>2, 2>4lp

verdadero, lo falso, etc.

De esta manera, Frege pone en un mismo plano a las expresiones nominales y los
enunciados. Mas precisamente, pone a la relacion entemunciadoy su valor de
verdaden el mismo plano que la relacién entre nombre(comun,o propio) y su
referencia El aspecto més revolucionario de esta nocién de objeto es que incluye como

tal alo verdaderoy lo falsa

Otro aspecto a destacar es que tanto las expresiones nominales como los enunciados
tienensentidg aunque no tengameferencia Un ejemplo interesante de expresion que
tienesentidopero noreferencia en el area de la matematickado por el mismo Frege

e sla serie que converge menos rapidamente
Cortés Morat6 & Martines Riu (1996) lo expresan de esta manera:

Fregeda objetividad al sentido de los nombres sin referente puesto que mantiene que los

objetos matematicos y los l6gicos son objetivos, aungue no reales

3.1.2El sentidocomo portador de informacion para
identificarla referencia

En este apartadplos siguientesios interesamos por desarrollar la idea segun la cual la
teoria de Frege pone a la nocionsdatidoen el centro del problema del conocimiento.
En términos muy generales se trata de que las diferentes mandessgih@run objeto
corresponden a diferersemaneras dpresentarlo(a través de diferenteentido$ y que

los diferentessentidosexpresan diferentes aspectos (conocimientos, propiedades) del

objeto.

25 Esta caracterizacion la realiza en el contexto de presentar otra distincion relevante, entre objetos y
funciones (a las que les correspopdpresiones linglisticas no saturadas)
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3.1.3La distincionsentiddreferencia su relacion con los
signos vy las representaciones semioticas

A fin de explorar la relacion de la nocion slentidocon el conocimiento, encontramos
pertinente analizar el aporte de Frege segurctiesios de clasificacion de los signos,

basados en diferentépos de analisisjucrot & Schaeffer1995):

los centrados en ebjeto de reenvio de los signos o representaciones
los centrados en lmanerade reenviar a los objetos

los centrados er( € 3us posibilidades [de los signos] de ser transformados en
otras representaciones semiotieg®uval, 2006a)

Evidentemente, la distinciosentido/referenciaes fructifera para pensar a los signos
segun dos relaciones seménticas fundamentalestacion del signeon su objety la
relacion dekignocon su significadoSegun esta perspectiva, el modelo pertmgara
analizar la teoria dedentidode Frege se inscribiria dentro de los dos primeros criterios
de clasificacionSin embargo, segun nuestro analisis encontramos importante destacar

dos cosas:

1 por un lado, que, como veremos mas adelante, la distiseidiido/referencia
alcanza toda su potencia gracias aptsibilidad de las expresiones de ser
sustituidas unas por otral® que remite al tercer criterio de clasificacion (ver
3.2.9.

1 por otro lado, que si bien las dos relaciones diadgigao/referenciay
signo/sentidoson importantes para el analisis, no se trata de dos dimensiones

independientesina de la otra. Todo lo contrario, se relacionan intrinsecamente

en la teoria de Frege, de una manera satisfactoria al andlisis de los enunciados de

identidad y a la posibilidad de expresanocimientade lareferencia(ver 3.1.5
y 3.1.9.

Efectivamente, segun la relacion del signo con su objeto (compigniéreferencin

el signo funcionaria como umapresentaciorde lareferenciaenelsentd o de i al

que esta etugar dela referencia . Per o | aigno/senigayregaraltagpecto

representacionalina propiedad del objeto, expresada a travéseaido.

55

go



Dicho de otra manera, el signepresentaal objeto y a través dekentidoexpresa

un conocimiento del objeto.

Es por esta razén queodemos afirmaque el modelo del signo de Frege es
triadico: el sentido media entre ekigno y el objeto expresando un conocimiento

particular del objeto. Frege lo expresa asbentido y Referencia

Seana, b, c las rectas que unen los angulos de un triangulo con el punto medio de los
opuestos. El punto de interseccion alg b es entonces el mismo que el punto de
interseccién dd y c. Tenemos, pues, designaciones distintas para el mismo punto, y
estos nombres aldd mMei enrt sea csobig-an) - cienddle can al
tiempo el modo de darse el punto; y de ahi resulta que en el enunciado esté contenido
auténtico conocimiento.

Finalmente, es importante destacar que no hay que atribuir a la nocidn de signo utilizada
por Frege, los significadogue adquirio posteriormente con los desarrollos de la
semidtica y de léinguistica.

3.1.4El caracter objetivo y necesariamente parcial del
sentido fregeano

Pensamos que es importante destacar dos aspectos fundamentales de la posibilidad de
acceso a leeferencia el sentidoesobjetivoy necesariamentgearcial.

En Sentidoy ReferenciaFrege lo explica a través de una analogia:

Alguien obserda la Luna a través de un telescopio. Comparo la Luna con la referencia; es el
objeto de observacién, que es proporcionado por la imagen real que queda dibujada sobre
el cristal del objetivo del interior del telescopio, y por la imagen en la retina delatise

La primera imagen la comparo con el sentido; la segunda con la represéhtacion
intuicion. La imagen formada dentro del telescopio es, en verdad sélo parcial, depende del
lugar de observacion; pero con todo es objetiva, en la medida en que puede servir a varios
observadores. Podria incluso disponerse de modo que pudieran utihzaites

simultdneamente. Pero, de las imagenes retinianas, cada uno tendria la suya propia.

26 Frege utiliza la palabra representacién de un modo totalmente difeidrgue usamos en esta tesis:
se trata de una representacion subjetiva y no semiética
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Como veremos, el caracter necesariamgudecial del sentido fregeano esta

relacionado con la capacidad y los limites de expresion de la lengua utiliza84l (Ger
y 3.1.7.

3.1.5Los diferentesentidoscomo informacion para
identificar la referencia

EnIntroduccién a FregeKenny dice:

Si conociéramos todo lo que es posible conocer acerca de un objeto sabriamos qué sentidos

servirian para identificarlo y cuéles no

Este criterio dénformacidnacerca del objeto designado es también utilizado por Ducrot

y Todorov (1972) para presentar la teoria de Frege:

[..] Frege distingue el referente de una expresion, o sea el objeto que designa, de su
sentido, o sea la manera en que la expresién dessgnabgeto, las informaciones que
da sobre él para permitir identificarlo.

A través de estas expresiones, estos autores ponen el acento en que las informaciones
provistas por los diferentesentidosi las diferenteamanerasde presentar al objeto

designadeservirian paradentificar el referente.

De esta manera, la nocién dentido se inscribe en el centro mismo de la
Semantica, cuyo objeto es el de analizar los mecanismos por los cuales se puede llegar a

identificar a loselementos denotados.

Esta idea es central en la Teoria de Duval, para quieijeto matematices el
invariantede todas sus representacigrasno hemos visto en 1.4.1. El punto crucial de
su teoria en relacion con esta definicion reside en la pdaithitlepresentarun objeto a
través de sus diferentes representaciones, las que son proveedoras de distintas

informaciones, lo que subyace a la posibilidad de identificarlo como « invariante ».
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3.1.6La distincidnsentiddreferenciaen comparacion con
la distncioncomprensiorextensiorde la l6gica
formal

Es importante comparar la distinciéantido/referenciaon la distincibrcomprension
extensionde la logica formal por dos razones fundamentales. En primer lugar, porque
esto nos conducira a profundizar enrhportancia desistemade escritura en la teoria

de Frege y;como veremos posteriormentn la teoria de Duval. En segundo lugar, por

la importancia que tiene la distinciGomprensiérextensioren ladefinicionde objetos

matend@ticos por medio dpropiedades.
A propésito, dicen Ducrot y Todorov (ibid.)

La oposiciéon sentidoeferente no recubre la oposicion comprensgtension de la

I6gica formal. La extensién de un término es el conjunto de los objetos que designa; su
comprension, el conjunto des rasgos comunes a todos esos objetos. El sentido de
Frege o el significado saussuriano sélo retienen de la comprension los rasgos que, en la

lengua utilizada, sirven convencionalmente para identificar el referente.

En general, el conjunto de rasgos coesl de laextensibnde un término es
considerable, y l&omprension considerada como el conjunto de rasgos o caracteres
esenciales que definen un objeto, supone un recorte entre todos esos rasgos pertinentes,

limitado a su vez por las posibilidades deregmn dda lengua utilizada

3.1.7Importancia del sistema de escritura en la teoria de
Frege

La frase de Ducrot y Todorov citada en el inciso anterior pone en evidencia la
importancia del sistema en el cual los signos son expresados. Dicho de otra manera,
pone en evidencia que el conocimiento expresado paermtido fregeand’ es un
conocimiento en umsistema particularde signos, en tanto los rasgos retenidos por el

sentidos on rasgos que sirverenlplengwutilizddant i fi car

27 vy el significado saussuriano, del que hablarepusteriormente (ve3.1.8y 3.2.8
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Aun mas, los autores dicen
el conocimiento del sentido de una expresion forma parte del conocimiento de la lengua

Una de las preocupaciones de Frege fue la de formalizar la matematica en el sentido de
formular un lenguaje que permitiera evitar las ambigluedgd®scisar las relaciones
l6gicas de las formulaciones en lenguaje natural. Este proyecto culmina con la
presentacion de un sistema riguroso lem Ideografia, en 1879. Los desarrollos
posteriores de la semi6tica y la linguistica han hecho posible el ad@arstes ideas, en
particular en cuanto a la posibilidad de interpretasesitidofregeano en términos del

sistema de escritura en el que es expresado.

En relacidn con este punto, el aporte de la teoria de Duval se refiere especialmente

1 la distincidn contenido de una representacién/objeto representadmo
extension de la distinciosentido/referenciagn la medida en quatiliza la
potencia de los diferentes sistemas semiéticos y no sélo la potendas d

lenguasy

71 los desarrollos sobre el analisis de los signos en términos de la posibilidad de ser

substituidos unos por otros

Parafraseando a Ducrot y Todorov podriamos decir que en tanto el sentido de Frege

ns- 1o retiene de | a c o mpr e n gtiizada, sitvens rasg
convencional ment e par acontedidodet und repceaentacién refe
semidtica de Duvalreconociendo los limites de cada sistema de representasidir

a captar a través de los diferentes registros y su articulacuiestripcion de la mayor

cantidad de rasgos relevantes para identificarefdrente( Aii nvar i ante de t

representacioneso) .
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3.1.8La dualidadsentido/ referencia nociones para
comprender el progreso discursivo

A fin de comenzar con la discusion deegstinto fundamental de la teoria de Frege, nos
remitimos a una frase de Duval (2002), en la que analiza diferentes aparées
responder a la preguntaQyé es lo que constituye el sentido de los signos

estableciendo que segun Frege:
(.. .) edeunsgm® tiene ddsocomponentes:
La referencia al objeto designado
La manera en la que el objeto es designado

Esta distincién es esencial. Explica la posibilidad del progreso discursivo y de los calculos.
Es porque los objetos pueden ser designadodetenties maneras que, de una frase a otra

0 de una equivalencia a otra, los discursos y los calculos no se encierran en puras
tautologias (Duval, 1998, p. 18%9).

Esta frase de Duval contiene tres aspectos fundatesrte la distincion de Frege:

1 En primer lugar, el hecho de que la nocion s#mtido puede ser
introducida gracias a la posibilidad de designar un objetdifdeentes

maneras, lo que hemdsscutido ya en el inciso anterior.

1 En segundo lugar, que en esa posibilidad residen el razemany el
calculo, los que se realizan a partir de las substituciones de unas

expresiones por otras con difererdestidose invarianciaeferencial

1 Finalmente, que si dichos razonamientos y calculos constituyen un
progreso discur sn vpur(ais ot st elnacg 2ea g @)n
expresiones resultantes de dichas substituciones contienen una

informacion nueva del objeto designado.

Nos interesa puntuali zar gsalea dénotaeg es innoo Ut i
s ol a mealva eeritaf® |, a pesar d esentjdo/denofacor(misma | | d ad

denotacioncon cambio desentid) se aplica tanto a ldenotacibnc o mo fAval or d e
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verdado como a | a denotaci-n de objetos ma
etc.) u objetosl acuadtersgluli®erde cbamo madfanao.
restriccibn en el lenguaje para una nocion que el mismo Frege concibié mas
extensamente se debe a que en tanto logico le interesaba la conservacion de la verdad,
expresion por otra parte familiar para los tog. Cabe destacar también que si bien

Frege fundoé la logica matemética, algunas formalizaciones actualmente conocidas no
fueron realizadas por el mismo Frege sino muy posteriormente. Por ejemplo Drouhard
(1992) introdujo una version moderna para la dem@tade un enunciado por medio de

la funcidén booleana.

En relxion con este punto, Duval (ib)d.profundiza la nocion de Frege
introduciendo una de las contribuciones fundamentales de Saussure (1973) al andlisis de
los signos, segun la cual significadode un signose define pomwoposiciona otros
signos dentro del mismosistemay a partir de la cual la nocion dggno ha de
substituirse por la dsistema semidticfver 3.2.8. Como veremos, segun este enfoque
la potencia de los signos no reside en su capacidaVat=rotra cosa, sino en la
posibilidad de ser substituidos unos por otros respetando ciertas reglas (ver diferentes
criterios de clasi€acion de los signos expuestos 24.3. Con este aporte teorico,

Duval da a la distinciésentido/referencigoda su potencia para explicar lssjimlidad

del razonamiento y el calculo mediante substitucién de unos signos por otros.

3.1.9El sentidocomo portador de informacion en los
enunciados de identidad

E n Seiitidoy referencia |, Frege analiza | os enunciados

informatividad, utilizando la nocién deentido De esta manera, precisa las condiciones

para que | as sustituciones de unos signos
encierren en puras tautolog2aso. La respu
enunciadod el &a3bwoedi portador de informamwi -n (1o
son informativos) cuandoaol ap dlfrerr esnpcd md ee na

diferencia en lamanera de presentar lo que ellos designan (misma denotacion,

diferentes sentidos)
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Diferentes respuestas marcaron la evolucion de la teoria de Frege sobre los
enunciados de identidad. Uxia Rivas (1996) realiza una excelente sintesis de esta

evolucion:

La distincion entre sentido y referencia aparece mencionada por primera vez en
"Funktion und Begriff" (1891), pero es tratada ampliamente en "Uber Sinn und
Bedeutung" (1892). El reconocimiento de estas dos relaciones semanticas aparece
estrechamente ligado al problema de la identidad. En la Begriffsschrift (1879), en un
paragrafo tituldo "lgualdad de contenido" presenta Frege su primera teoria de la
identidad, donde la concibe como una relacién entre signos. Mas tarde, esta perspectiva
no le satisface debido especialmente a la conexién arbitraria que se puede establecer
entre los signgscomo cuando decidimos que una expresion larga puede sustituirse por
una abreviatura cualquiera estipulada por nosotros; por ejemplo, «la razén de la
circunferencia al diametro» se abrevia empleando la letra goieBar lo tanto, en
muchas ocasiones ldentidad asi entendida no permite explicar como es posible que
los signos transmitan auténtico conocimiento acerca de las@@aso resulta propio

de los enunciados de identidad sintéticosy no simplemente acuerdos arbitrarios
referentes a los propisggnos.

Frege rechaza, pues, la teoria de la identidad que mantuvo en la Conceptografia. La
teoria mas simple y basica de la identidad, que Frege toma entonces como punto de
partida para el examen de la relacion de identidad en "Uber Sinn und Bedeutung",
considera la identidad como una relacién entre objetos, en concreto, entre un objeto y él
mismo, pero ésta tampoco resulta una explicacion convincente porque conduce a la
siguiente paradoja de la identidad: oraciones de identidad del tipo «a=a» no se
diferenciarian, en principio, de oraciones de identidad del tipo «a=b», es decir, no
existiria diferencia alguna de valor cognoscitivo entre los dos tipos de oraciones, ya que
en ambas se asegura la identidad del objeto consigo mismo. Es decir, la Unica relacié
semantica interesante que destaca esta teoria es la referencial, la relacion que se
establece entre el signo y su referente. No se tiene en cuenta la relacion entre el signo y
su sentido (o en términos méas generales y no fregeanos, su significado).tédo|

esta teoria tampoco tiene suficiente capacidad explicativa para poder indicar en qué

radica la diferencia entre los enunciados de identidad analiticos y sintéticos.

Finalmente, la teoria de la identidad mantenida por Frege en "Uber Sinn und

Bededung" ofrece una interpretacion mas adecuada de los enunciados de identidad de
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tipo sintético. La identidad es entendida, entonces, como la relacion de un objeto
consigo mismo mediada por el sentido, que contiene la manera de darse lo denotado por
el signo Por un lado, es el sentido la nocidon que explica la diferencia de valor
cognoscitivo entre los enunciados de identidad analiticos y sintéticos, por contener «die
Art des Gegebenseins», esto es, el modo de presentacion de los objetos, el cual ya no
depené de convenciones o estipulaciones arbitrarias, sino de cémo de hecho son los
objetos. Por otro lado, la referencia garantiza que se trate en los dos casos de enunciados
de identidad, pues la referencia de las expresiones de los enunciados «a=a» y «a=b» se

mantiene idéntica, en caso de ser los enunciados verdaderos.

3.1.10 Acerca de los nombres y las expresiones
nominales para la designacion de objetos

Como dijimos, para Frege wbjetoes un tipo de entidad que se describe mediante
expresiones saturadas (a difesia de las entidades de tipo funcion que se describen por
expresiones no saturadas). Por ejemplo, el planeta Venus, el nimero 5, pero también lo

Verdadero, y lo Falso.

La designacién de estos diferentes objetos se realiza mediante expresiones

saturadasle diferente tipo que corresponden awmigsles discursivos diferentes:

1 los objetos como lo Verdadero o lo Falso son designados mediamnteiadosgn

tanto

1 los objetos tales como el pl aneta Venus,

expresiones denominativasiescriptivas
Por ejemplo, las siguientes expresiones:

1 Jorge Luis Borges;
1 El autor deEl Aleph;

1 El Director de la Biblioteca Nacional Argentina de 1955 a 1973
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sirven para designar la misma persona. La primera de estas expredenoesnativa
funciona comamombre propié®.

Las otras dosdescriptivas « el autor deEl Aleph» y «el Director de la Biblioteca
Nacional Argentina de 1955 a 19%¥3son combinacionessintagmaticasde nombres
comunes (alescripciones definidasegun la terminologia de Russell).

Frege engloba ambos tipos de expresionesydotbres propioy lasdescripciones

definidasbajo la expresionombre.

En el &rea de matematica, a menudo lagdesion de objetos se realiza mediante la
utilizacion de distintos sistemas semiéti¢@sdiferencia de los objetos del mundo real
para los cuales las distintas descripciones se realizan mediante el recurso de la lengua
naturat.

Por ejemplo:

elnimerci 50 puede ser designado medi ant e:

1 el nombre propio, es de@mco; o bien
T V,5, lllll (variando elsistema de escriturdel nimero); y adn

1 la solucién de la ecuaciorx-® =x-4 (es decir mediante un tipo de sistema
diferente, el de las escrituralgebraicas)

1 etc.
Asimismo, es importante la distincion de expresiones que sirven para designar dos

tipos de objetos, losdividuosy lasrelaciones entre individus

1 las expresiones puramente sintagmaticas (combinacion sintagméatica de signos o
palabra¥ que equivalen a un signo mas simple en un sistema de escritura (como

por ejemplo -9 yx-4), y

1 las expresiones que dan relaciones entre otras expresigtes x24)

B Utilizamos aqu?2 | a expresi - n fentenidhakdtuamentepi o0 par a
como asociacion entre una palabra y un objeto

29 Duval (2002) analizéa diversidad de procedimientos de designacion de estos dos tipos de objetos en
funcidn del nivel de expresion y el registro de representacion semiotica wtilizad
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Frege analiza también talacion entre los términos singulares y los objetos dengtado

postulando que la misma se establecmdrera indirectgpor medio dekentido

Por esta razon, Frege es considerattmtro de la fildsofia del lenguajeomo uno

de los referentes de lenrias descriptivas de la referencia

La posicion de Russell al respecto parece controveiegun Valdés Villanueva

(1995:

Las teorias de Frege y Rusell tienarpesar de sus diferencias substancialea amplia

zona de confluencia, en particular por lo que respecta al tratamientoraebres propios
ordinarios. Ambos afirman que éstos tienen un respaldo descriptivo consistente en un
conjunto de descripciones sucesivamente analizables cuando aparecen en ellas hombres

propios ordinarios.
En tanto Rivas (1996) afirma:

En relacion a lomombres propios, Russell (1905) establecié que el significado de los
nombres propios consiste en su referencia. En términos de la teoria fregeana esto se traduce
diciendo que el sentido de un nombre propio se reduce a su denotacion, al objeto que

designa.

A nuestro entender, esta contradiccion es so6lo aparente, y se deberia al significado que

|l os autores otorgan a | a expresi-n Anombre

Valdés Villanueva (ibig, aclara este punto:

(...) Bertrand Russell coincide con Frege en lo que concierne a los nombres propios
ordinarios y las descripciones definidas, considerando que la relacion con la referencia se

da de manera indirecta a través de las descripciones. Se aparta de Frege eornaigrne

a | o que ®I Il ' ama nombres propios genuinos

relacion con la referencia es directa.

La relacion referencial de los nombres propios ha sido estudiada por diferentes autores.
Para muchos, el significadtel nombre propio se reduce a lo que designa, es decir que

un nombre propio tiene una denotacion pero no senédo
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Autores posteriores partidarios @sta posturapor ejemploKripke (1995) vy
Putnam(1999- dieron lugar a laeoria de lareferenciadirecta Para estos autores,
«Venus» se distingue de las otras designaciones (descriptivas) utilizadas para designar

al planeta Venus en tanto, como nombre propio, resfiréetamenteal objeto.
Valdés Villanuevaibid.), aporta una aclaracion importan

No obstante, debe precisarse un poco este rotulo que, en algunos aspectos, resulta
desorientador. Pues la teoria de la referencia directa no afirma que la relacion entre nombre
y nominata no pueda estar mediada de modo alguno, sino que se limif@nadeién mas

cauta de que no es el sentido de una expresion, su modo de presentacion en términos

fregeanos, lo que lleva a su referente (...)

En relacion con este punto, Duval aclara su postura en el contexto de analizar la
diversidad de las préacticas designacion de objetos en contextos discursivos y las
operaciones sobre las que ellas reposan. La mas elemental, la que funciona como
nombre propip ¢ o0 n sla simpk aseamcidm local entre un signo y un olijefo | o

que significa para este autor:

T els gno Anombre propiod tiene un sentid

signos
T es | a referencia al objeto arbitrariar
propi oo | o que constituye su sentido

Creemos conveniente sefialar que a menudo el nombre propio tal sarikizado en
matematica constituye la expresibn maordensada para designar un objeto, la que
proviene de aglutinar sintagmas nominales descriptivos. Es el caso de los nombres de
algunos numerosomo «17 » (notar que en la formulacion oratlecisete» da cuenta

del sentidodel nombre). Otros nombres de numeros (once, doce, trece, catorce, quince)
ocultan swsentidooriginal pero aun asi lo condensan-(@). Cabe agregar que este tipo

de nombre como diecisiete» se apoya en la numeracion dedim@ un numeral, en

este caso &7 », que tiene usentidoquedepende de Ihase(Duval, 2002).

Por esta razén, estos nombres de nimeros no deberian tomarse como nombres

propi os: el Anombre propi oo, en taeidt 0 asig
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singular, por su propia naturaleza designativa carece de significado linguisticamente

construido.

Pocos nombres de nimeros merecen considerarse como nombres propigs:
Estas escrituras no pertenecen a ningun sistemaestido no se constituye por

oposiciona otros signgssino que se reduce arkferencia

Finalmente, es de destacar que tambiégefierencia @pende de la base. El hecho
habitual de trabajar en base diez hace olvidar este hecho: se consideran los nombres de
nimeros comonombres propiogustamente por eso, por considerar que el objeto

singular esté@eterminadgDuval, ibid.).

3.1.11 Limites de la teoria de Frege

Hemos discutido aqui profundamente el interés de la nociéardielodesarrollada por

Frege para explical progreso del conocimiento.

Ahora bien, la captacion dséntidode una expresion en su teoria se realiza segun
nuestro analisis de manera diferencial, por comparacion con otra expresion con la
misma denotacion. Efectivamente, cuando es posible igdantif misma denotacion en
dos escrituras (como fAla estrella de | a ma‘

las mismas tienen diferergentido(por definicion).

Si se intenta captar edentido sin recurrir a un procedimiento diferencial, se
requiere un trabajo sobre aspectos linguisticos que suponen desarrollos posteriores a
Frege, como el de Duval de identificacion de unidades significante8.Q:6ro el de
Drouhard (1992)quien presenta el programa de célculo como modo de capturar el

sentido.

Por otra parte, la actividad matematica no se restringe al uso de escrituras

simbdlicas, sino que requiere de muchos otros sistemas semiéticos.

La teoria de los Registros de Representacion Semidtica de Raymond Duval aborda

ambos aspectos no desarrollagos Frege.
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3.2Teoria de los Registros de Representacion
Semidtica

Como hemos destacado, la distincisentido/referenciafue desarrollada para las

escrituras simbolicas y da aua del progreso discursivo caracteristicoa#tulo y el

razonamiento matemét. Para expresar la dualidadntido/referenciagFrege utiliza

ejemplos expresados en lenguaje natdi@lque constituye de alguna manera una

extension de su teoripero solo con fines comunicativos.

La Teoria de los Registros de Representacion Semiésia inspirada fuertemente
en la teoria de Frege y aborda la complejidad de las representaciones no solo dentro de
las escrituras simbdlicas, sino las que se realizan en lenguaje naturfigutas

geomeétricas, los esquemas, los gréficos, etc.

Un Regstro de Representacion Semidtica es un sistema simbdlico que permite las

tres actividades fundamentales ligadas a la representacion:

7 Constituir una marca o conjunto de marcas perceptibles que sean identificables
como una representacion de alguna cosa en sistema determinado

(formulacion

1 Transformar las representaciones de acuerdo con las reglas propias del sistema,

de modo que se obtengan otras representaciones dentro del trasamiéntq

1 Convertir las representaciones producidas en un sistema rsergacion en
representaciones en otro sistema, de manera tal que estas Ultimas permitan
explicitar otras significaciones relativas a aquello que es representado

(conversion

En esta teor?2a, e | invarianteede todasnsuepreseditaciomes e s e |
semibticae . El acceso a un objeto matem8tico s
semigticos para describirlo y la aprehension conceptual del objeto depende del acceso y
articulacion de dichos sistemas. En términos mas generales, estaeigiasnan en la

hipétesis de Duval de qum haynoesissin semiosisy de que laemiosigdetermina las

condiciones de posibilidad y ejercicio denlzesis
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Desde el punto de vista cognitivo, esta hipotesis compromete aide moisma de
representadin. Duval (1993) precisa las condiciones para que una representacion

funcione como tal.

Alli se pregunta bajo qué condiciones nameral, o un dibujo, por ejemplo,
funcionan como representaciones de los objetos matematicos correspondientes (numero,

y figura respectivamente), y afirma:

(...) es necesario que el objeto no sea confundido con sus representaciones y que se le
reconozca en cada una de ellas. Es bajo esas dos condiciones que una representacion
funciona verdaderamente como representacion, es @leeiella proporciona el acceso

al objeto representado

Bajo estas condiciones, y en virtud de que un objeto puede ser representado de
diferentes maneras expresando diferentes propiedades del objeto, es posible acceder al

obj et o invar@ame de fodasus representacionés y se pueden gar ar
diferentes operaciones de sustitucion ligadas al razonamiento y el calculo por medio de

lastransformaciones semidticagsie conservan ldenotacion(ver 3.2.4.

3.2.1Diferencia entréenguay registrode represdacion
semiodtica

Los lenguajes son sistemas de representacion sempétitiaulares cuya definicién

puede ser de tipestructuralo de tipofuncional La definicibn mas conocida en el

ambito de la matematica es la definicgéstructuraladoptada por los l6gicos, segun la

cual un lenguaje es un conjunto (infinito) de férmulas bien formadas.

Duval (1995) adopta una definiciéfuncional, basada en un analisis de las
funciones discursivasecesarias para que un discurso sea posible. &stahle un
sistema semidtico es una lengua cuando permite cumplir las sigufent@snes

discursivas

1 Designar los objetos
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71 Decir algo de los objetos que se designan bajo forma de una proposicién

enunciada

1 Ligar la proposicion enunciada a otras propiesies en un todo colemte

(descripcion, inferencia)

1 Senfalar el valor, el modo o el status acordado a una expresion por quien la

enuncia (esta condicion es a veces omitida)

Cabe peguntarse si los distintos sistemas de representacion son lenguas dmta Seg
definicion de Duval el sistema de numeracion es un registro semiético pero no es una
lengua, a diferencia de las escrituras simbdlicas del algebra elemental que si son una

lengua, si se omite la ultima condicion (Drouhard &Panizza, 2012).

3.2.2Nocion decontenidode una representacion semiotica

Una nocion fundamental es la dentenidode una representacion semiédtica, que se

refiere aa o las propiedades del objeto que la representaeiguticita

Toda representacion tiene oantenidoque explicita ciertas propiedades del objeto
y no otras. La posibilidad de acceder al objdtmvariante de todas sus
representacioneseside en primer lugar en la potencia de los diferentes sistemas de
representacion para expresar tiferentespropiedades y caracteristicas de un objeto.
Esto es especialmente importante en el area de matematica, en la que el acceso a los

objetos se realizaxclusivamenta través de las representaciones.

De la misma manera que stntidode Frege, etontenidode una epresentacion
esta siempre ligado a las posibilidades y limitaciones del sistema de signos en el que es
expresado. Los diferentes registros semioticos poseen caracteristicas muy diferentes en
cuanto a las posibilidades de expresion. Por estas razonegug poda representacion
es necesariamente parcial, la posibilidad de describir las diferentes propiedades esta
basada en las posibilidades de los diferentes registros semibticos para expresar

contenidos.
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Desde el punto de vista cognitivo, la necesidadodediferentes registros no es
debidasolamentea la posibilidad de expresion de los diferentes contenidos, sino a la
necesidad de distinguir un objeto de su representacion. Si se dispusiera o se utilizara
solamente un registro de representacion podriambisipar las siguientes limitaciones

ligadas a la cognicion:

1 unatendencia natural a identificar o confundir el objeto con la representacion, es
decir gue ®sta no funcionar2a como tal
actualmente de no reconocer comgetblo que no puede ser perceptible con
|l os sentidos induce a tomar | ¢Fsegesi gnos
1974, cap. )

1 de manera vinculada a lo anterior, seria posible acceder solamente a las

propiedades del objeto expresadas por dicha representacion;

1 las posibilidades de objetivaciéon y tratamiento de la informacion estarian

limitadas a las de ese registro; y finalmente
T los razonamientos se nderver8it.d.ar2an en pur :

Muy por el c 0 n t invariariteode toda$ susarepcesestaciangs-en A
otras palabras, laentificacion del referentey la posibilidad de razonar suponen la
capacidad de reconocimiento del objeto en cada una de sus representaciones.

Ahora bien, si la diversidad de representaciones es necesaria, también presenta sus

propios problemas a la cognicion.
En relacion con el reconocimiento de un objeto, D(2@07)se pregunta:

¢,Como se puede saber que dos representaciones diferentes representan o0 no el mismo
objeto?

especialmente en el area de matematica, donde lodo®bj® son accesibles
directamente a través de los sentidos sino solamente a trawe&prdeentaciones
semidticasdel mismo. Para poner en evidencia la dificultad cognoscitiva que supone

este reconocimiento, lo compara con el caso de disponer alecesodirecto al objeto
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o bien de una representacida semioticadel mismo (como una foto, o un dibujo, por
ejemplo) (ver también Duval, 2009). Su analisis lo lleva también a la necesidad de

distinguir distintos tipos de representaciones.

3.2.3Distintostipos de epresentaciones semioticas segun
Duval

Para responder la pregunta anterior, Duval realiza un analisis en base a dos criterios: el

d e a fdnera en que las unidades de sentido, constitutivas de las representaciones
semidticas, se organizan entre eflas | fyr e¢el ati vo a | a natural eza
posibles, es decir las transformaciones de una representacion semiotica en otra del

mismo tipo. . 0 .
Distingue asi:

1 segun el primer criterio lasepresentaciones discursivggoducidas por los

lenguajes, deals representaciones- discursivasy

1 segun el segundo criterio las representaciones que pueden ser transformadas
algoritmicamentadentro de un registro (como las expresiones algebraicas) de

aquellas que no lo permiten (como los enunciados en lengua natural).

El cruce de estos dos criterios produce cuatro categorias relevantes ligadas a la
posibilidad deransformaciénde una represgacion en otra, y akconocimientale un

objeto matematico en sus diferentes representaciones semiéticas (ver también Duval,
2006Db).

3.2.4Las transformaciones semioticastamientosy
conversiones

Las transformaciones semidticaon operaciones entdiferentes representaciones de
un objeto matematico, cada una expresandooatenido informativo particulaicho
de otra manera, unaransformacion semibticaopera sobre una representacion

obteniendo otra representacion que respeta la invariancia de |e geresentado (es
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decir conservando ldenotacién que explicita otras propiedades del objeto. Segun
Duval (2007) la nocion central no seria lardpresentaciérsino la detransformacion

semidtica

(...) el punto fundamental en la actividad mateméatica&sda utilizacibn necesaria de
representaciones semioticas sino la capacidad de pasar de un registro de representacion

semidtica a otro registro

Asi, con lastransformaciones semioéticaglquiere importancia fundamental el criterio
d e la posibilidad de Is signos de ser transformados en otras representagones
(presentado er8.1.3. Esta posibilidad es la que ha de permitir el razonamiento
mediantesustituciones de tiptransformacién semiéticandependizandose durante ese

proceso de los objetos de referencia de los enunciados.

Las transformaciones semioticade esta teoria son logatamientosy las
conversionesSe trata de una distincion fundamental para el andlisis didactico. Como
mostraremos en el capitulo 5 who de transformacion es una primera variable

didactica de naturaleza semidtica a considerar en los analisis de tareas matematicas.

Por su naturaleg estasransformacionesuponen dos tipos diferentes de procesos
cognitivos. Lostratamientosi transformaciones semibticadentro de un mismo
registro obedecen aeglas internasdel registro yson reversibles la manera de un
calculo. Lasconversionesnovilizan dos registros de representacion y en generhhy
reglaspara realizarlas; tanto Bonversion directa&omo sureversibilidadrequieren de

la identificacion deunidades significantesn ambos registros

Algunas actividades matematicas son reconocidas facilmente comversiones.
Es el caso por ejemplo de flepresentacion grafica de una ecuacion. La misma
expresi-n Arepresentaci-n gr8ficao da cuent
actividad ydel tipo y sentido de la transformacion operaatayersion entreel registro
de las escrituras algebraicas en el que se escribe la ecuacién, y el sistema de

coordenadas cartesianas.

Otras actividades tales como la modelizacion algebraica de probtesiaanalisis

de la definicibn de un objeto matematieentre otras pueden ser vistas como o

73



requierende tratamientoso conversionespero este caracter semioético no es reconocido

contantafacilidad como en el caso de la representacion gréfica:

1 la modelizacion algebraica de un problemaDuval (1995) lo explica de esta

manera.

El planteo en ecuacién de los datos de un problema es la conversion de diferentes
expresiones linguisticas de relaciones en otras expresiones de esas relaciones en el registro

de una escritura simbolica

7 la definicion de un objeto matematicopor medio de una proposicion se
formula utilizando ¢epresentaciones compuestagor escrituras simbdlicas y
lenguaje natural (Laborde, 1992). La utilizacion y la comprensién de la misma
demandani en general de manera implicita tratamientodel definiensy/o su
conversion a diferentes registros de representacion, discursivos ¥y no

discursivos®

En otros términos, diferentes tipos de problemas matematicos suponen o requieren
conversioneseagniodticas lo que no es en general evidente. trakamientosgen cambio,

son mas reconocidos cortransformaciones semioéticasn la medida en que las reglas

que los legitiman someglas propias de un sistemgue garantizan la invariancia
referencialaungque esto se expresa con otra terminologia en el ambito matematico. Es el
caso por ejemplo de la resolucion de ecuaciones por medio de transformaciones
al gebraicas, gue se expresa diciendo que

soluci -no.

Duval (2007)expone las razoneasegativasque lo conducen a elegir la palabra
conversidnpara este tipo dé&ransformacion,fundamentalmentg@or oposiciéna las

actividades deodificaciény detraduccién

La nocion de conversion se opone a la de codificap@ngue las operaciones que

permiten convertir en un sentido no son suficientes para encontrar la representacion de

%0 Esto es estudiado especialmente en nuestra Easicapitulo 5 estudiamaan profundidad este
aspecto de la definicidn, junto con otras actividades que requnepéinitamenteransformaciones
semioticastales como el reconocimiento de objetos
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partida. Se opone también a la de traduccion porgue el pasaje se hace entre sistemas de

representacion que son heterogéneos

Dicho de otra maer a, |l a el ecci - n dea radéma dedaadoabr a s
reversibilidad de este pasaje y el hecho de que no puede haber reglas para efectuarlo
Lasconversioney sureversibilidadsuponen la discriminacién de correspondendias,

categorias semantga

Es importante profundizar en estas ideas desde el punto de vista tedrico, precisando
las caracteristicas de lanversionessemioticas, las que, a nuestro entender, se
confunden en las practicas de enseflanza con las actividadesdifleaciony de

traduccion.

Final ment e, Duv al problematiza | a elecci - |
el tipo de transformacion particular que consiste en cambiar la representacion de un

objeto en un sistema por otra representacioén en otro sistema, y dice:

La eleccién de una palabra para designar la transformacion que consiste en cambiar la
representacion de un objeto pasando de un sistema de representacion a otro no es neutra.
Esta eleccion compromete, implicita o explicitamente, una hipétesis sobre laeaatural

de los procesos cognitivos que hacen a un sujeto capaz de efectuar un tal cambio y
también sobre el lugar de los mismos en el conjunto del funcionamiento del
pensamiento. Dicho de otra manera, la eleccién de una palabra no reenvia solamente a
la manerade calificar una clase particular de proceso, sino que la manera en que uno la
califica es también una eleccion sobre la manera de situarla entre los otros tipos de
procesos cognitivos permitiendo el ejercicio del pensamiento y el desarrollo del
conocimiato: proceso periférico o proceso central, condicidon o consecuencia, etc. Aqui
uno no va solamente de la palabra al concepto sino de una palabra a un modelo o una

teoria.

No presentaremos afjel andlisis que realiza el autsobre los distintos modelo® d
funcionamiento cognitivo, basado en la distincién del papel que estos modelos otorgan a
la concienciaen los procesos de produccién del conocimiento. Para nuestro propésito,
deseamos destacar que el andlisis del funcionamiento cognitivo conduce dceste au

proponer un tercer model o y que en este
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representaciones es significativa tanto de la eleccion de la palabra como de la necesidad

de superar los modelos vigentes.

3.2.5Transformacionesemioéticas/ aprendizaje

Lastransformaciones semioticdavorecen la adquisicion del objeto comwariante de
todas sus representacionen la medida en que permiten la observacion de las distintas

representaciones del mismo objeto en diferentes registros.

Ahora bien, la realizacidbnde transformaciones semioticagsequiere una
coordinacién de registros al punto tal de ser capaz de realidarfaanera quescapan
a la conciencia. Esto es lo que ocurre con el experto en matematica:tratdinéentos
y conversionesle manera&spontanea y alque escapan a su conciencia, a diferencia de
los alumnos, que no disponen en principio de la capacidad para articular diferentes

registros.
Duval (1993), sefala:

La comprensién (integradora) de un contenido conceptual reposa en la aciordite
al menos dos registros de representacion, y esta coordinacion se manifiesta por la
rapidez y la espontaneidad de la actividad cognitiva de conversién

La ensefianza toma a su cargo explicitamente la ensefianza de las reglas de
transformaciérpropiasde diferentes registros de representacion, muy especialmente las
reglas de los distintos sistemas numéricos y las de las escrituras algebraicas, y las pone
en juego a través de los calculos y la resolucién de ecuacRineguitar importancia a

la dificultad propia de estos aprendizajes, hacemos go&el hecho de que se trate de
reglas daun sistemahace posible la concepcién de una génesis artificial de las mismas

de manera ordenada y exhaustiva.

No es el caso del desarrollo de la capacidad para realmasformaciones
semidticasde tipo conversion en la medida en qugeneralmentéas mismas no son
gobernadas por reglas, y requieren la necesidad de identificacion de unidades
significantes en alegistro de partida y en el de llegada. Por esta razén, la concepcion de

un programa de ensefianza que tenga en cuenta la complejidactatesdasionde

76



representaciones requiere la identificacion de variables cognitivas y didacticas de
diferentes naturaka -problema que abordamos especialmente en esta (@sis
capitulos 4, 5y 6).

3.2.6La identificacion dainidades significantes

Duval (1995) describe asi las dificultades para la discriminacion de unidades

significantes en un contexto de conversion:

(...) La dificultad propia de la actividad de conversion reside esencialmente en esta
discriminacién: en efecto, de un registro a otro la naturaleza de las unidades significantes y

el modo de discriminacion cambia. Hay registros
9 con unidades discretas come languas formales
9 con unidades no separables como las figuras y los graficos cartgsianos

1 presentando varios niveles posibles de determinacion funcional de las unidades como

las lenguas naturales
Segun el tipo de registro, Duval habla de uniddidesaleso de unidadediscursivas

Estas unidadedependerdel sistema de representacion, peoosondeterminadas
de antemangpor el mismo,ni constituyen elementos de partida con los que se
construyen las representaciones. Es a partir de una representacidongi@énde las
transformaciones semioéticasrealizar en una tarea que se distinguen y discriminan las
unidades significantes. Otro eivde determinacion esta dado por el conocimiento de

quien lo realiza.
En Duval (ibid.), afirma:

Aun en los registros con unidades discretas, como las lenguas, las unidades significantes
gue componen una representacion, es decir un enunciado, una féromuleexto, no
aparecen separada e independientemente unas de otras. Simplemente porque la
segmentacion de estas representaciones en unidades significantes es esencialmente
funcional y porque estas unidades pueden ser tanto palabras o simbolos, como

reagupamientos de palabras o simbolos. Y para los registros con unidades no
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separables como las figuras o los graficos cartesianos, una identificacion previa e

individual de unidades significantes resulta totalmente inoperante y ambigua.

Segun nuestro analisieste método de discriminacion no esté ligado solamente a la
necesidad de realizar tareasocd@versionde representaciones, sino al interés de captar
el contenido mismale una representacion. Para ello, Duval propone un andlisis del
contenidode una re@sentacion en base a la identificacibrudalades significanteg

su composicion sucesiva anidades significantede nivel superior.

3.2.7Relaciones entreentidode una expresion y
contenidode una representacion semiotica

Como ya hemos analizado a lo larde este capitulo, la distinciGentido/referencia
muestra su importancia para explicar los progresos discursivos de tipo razonamiento y
de tipo célculo. La misma permite comprender el funcionamiento de ambos tipos de
procesos en una dimension que corgrarlas substituciones de una expresion por otra
en un razonamiento o en un célculo significan continuidad y novedad a la vez, los que

se dan mediante un cambiosintidoe invariancia referencial

La Teoria de Registros de Representacion Remidtica de Duval amplia la nocion de

sentidode Frege a través de la nocioncdatenidode una representacion.

Como ya hemos dicho, la nocién dentidode Frege es pertinente para los
lenguajes simbdlicos (poejemplo las escrituras algebraicas) y por extension, al
lenguaje natural. El progreso discursivo propio de los razonamientos ligados a un
lenguaje se da a través de un cambigetgidoe invariancia referenciadentro de una

lengua particular (lenguajensbdlico o lengua natural).

La nocion decontenidode una representacion es apropiada para todos los registros
semiobticos (no solo las lenguas), y para las transformaciones dentro de un mismo
sistema tfatamientossegun Duval) o poconversiona otro sistma. La nocién de
contenidoes pertinente para explicar el progreso de un razonamiento realizado mediante

sustituciones progresivage representaciones dentro de un registro o entre distintos
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registros (no necesariamente discursivos) que expresan disssentenidodel mismo

objeto.

3.2.8Posibilidades de los signos de ser transformados en
otras representaciones semioticas

Como ya hemos anticipado, para Duval la nocidén central no seriadprésentacion

sino la de transformacion semiética Su analisis dela exigencia matematica
concerniente a los signos esta especialmente ligado al criterio centrado &€3us
posibilidades [de los signos] de ser transformados en otras representaciones

semidticas (Duval, 2006a).

Encontramo$ entre otros analisis masieenos especificos del uso de los signos en
la actividad mateméatieaespecialmente significativo el analisis que realiza en Duval
(2002, en tanto es posible ver la evolucién de sus ideas a la luz de sucesivos aportes

posteriores a Frege.

En dicho articuwd, bajo la preguntagyé es lo que constituye ekentido» de los
signo® presenta en primer lugar el aporte de Frege dado por las dos componentes del
signo (lareferencia y el sentidgd segin hemos presentado y analizado ya en este

capitula

A continuacion, analiza el significado de los signos segun pertenezcan o no a un

sistema semiotico.

Para el primer caso, utiliza el criterio de Saussure (1973) segun el cual el

significado de los signos dentro de un sistema se defingppsiciona otres signos:

La manera en la que un signo permite designar o aun representar depende del sistema
semidtico utilizado; los signos no significan por si solos sino por oposicion a otros
signos en lugar de los cuales pueden ser elegidos. Dentro de un sisteat@seehi

sentido de un signo es definido como el conjunto de elecciones posibles al cual él
corresponde para designar alguna cosa. El modelo méas elemental de elecciones posibles
es el lenguaje booleano que se reduce a dos signos, determinando solamente do

elecciones posibles en cada lugar de la expresion formada. Los sistemas de numeracion
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son sistemas mas complejos en la medida en que la posicién de los signos es también
tomada en cuenta como un valor de eleccion, es decir como un signo: cada posicién
tene un valor por oposici-n a |l as otras pos
signo en un sistema binario que en un sistema decimal. Finalmente el sistema mas
complejo, aquel quizas del cual los otros derivaron, por lo menos de aquellos sistemas

gue permiten una expansion discursiva, el célculo siendo una de las formas de

expansion discursiva, es la lengua natural (Benveniste, 19761).60
En relacion con los signos que no pertenecen a un sistema semiético, afirma:

Sin embargo, en matematica, tsgnos que no dependen de ningun sistema semiético.

Es el caso particular de la mayoria de las notaciones matematicas de funcién, de
operadores... El sentido de estos signos no comporta ningun valor de oposicién a otros
signos. Histéricamente, su aparicisé@ hizo por otra parte de manera independiente y
puramente contingente (Freudenthal, 1981) .
bien, el punto importante para nuestro propdsito es que estos signos no tienen mas que

una componente de sentido y no dos @das signos de sistemas de numeracion o las

palabras de la lengua. Su sentido se reduce a una designacién pura, un poco como para

los nombres propios. Naturalmente la tentacion es grande, cuando se trata de describir la
actividad matematica, de no consitecomo signo o como representativo del rol de los

signos en el funcionamiento cognitivo, mas que los signos libres que podremos llamar
igual mente signos fAdegeneradoso. Esto condu
diversidad de las practicas sentas para designar objetos, encontrandose éstas
reducidas a la sola practica de la designacion directa por pura asociacion exclusiva y
convencional como en un etiquetaje. Y esto contribuye a tornar incomprensible la

designacion directa por un sistema seitiy, a fortiori, la designacion funcional.

En ese mismo articulo, los aportes de Frege y de Saussure para responder a la pregunta

inicial se completan con conceptos inherentes a la nocion de sintaxis:

(...)Un signo no funciona verdaderamente como sigas que en la medida en la que él
puede ser combinado con otros signos en operaciones de composicién o de substitucion.
Es esto lo que hace posible todas las operaciones de tratamiento de las cuales el calculo
y el razonamiento son las formas mas tipi@isho de otra manera el interés de un
signo no es solamente, o0 no lo es desde el vamos, de evocar alguna otra cosa sino, a

través del juego de su composicion con otros signos, de permitir las transformaciones de
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representacion. Asi los indices, vestigiosazas, no pueden ser puestos en el mismo
plano que los signos, como las diferentes triparticiones de Pierce tienden a hacerlo
creer. Porque no solamente la produccion de los indices no es intencional, sino que los
indices no se componen entre ellos geaamitir una actividad intencional de expresion

o de tratamiento. Para nuestro propdsito, este tercer dato reenvia a la posibilidad de los
signos de designar objetos no solamente por la asociacion de un signo a un objeto al
cual uno tendria acceso indepemtemente de toda actividad semiética, sino por
composicion de varios signos como en las designaciones funcionales o las expresiones

definidas.

3.3Reflexion final sobre la relacion de este marco
tedrico con los procesos de definicion de objetos
matematicos

Para una reflexion final, tomaremos eggitamo una vez mas una id#&a Duval, esta
vez acerca de su nocion dijeto matematicocomo «invariante de todas sus
representaciones En Duval (2009),justifica esta eleccion de la nocion de objeto,
analizando d exigencia epistemologiogue plantea la necesidad de un modo indirecto

de acceso a los objetos mateméatedsavés de sus representaciones.

A manera de conclusion reflexiona sobre la relacion entre esigencia
epistemoldgicay la exigencia propiamdn cientificaque plantea la necesidad de la
demostracion en matematica. Segun la exigencia cientificahay objeto matematico
sino al término de lo que se ha establecido por demostraciBin embargo, la
experiencia con los objetos a través de suseseptaciones es necesaria, y sin esa

experiencia« 0s procesos de prueba no» serzan ni

En analogia con el andlisis de Duval, nosotros comparamosexgancia
epistemoldgicacon la exigencia propiamente cientifiogue plantea la necesidad de
definicibnen matematicatlampocohay objeto matematico sino al término de lo que se
ha establecido por definicion

Sin embargo, los procesos de definicion no serian siquiera concebibles sin la

experiencia con los objetosratés de sus representacionesai@io el contexto tedrico
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de presentacion de un objeto matematico es implicito como en la ensefianza elemental,
las diferentes representaciones de instancias particulares del objeto, la observacién y el
andlisis delcontenidode las distintas representaciones y asticulacién son la
condicion de posibilidadie definicion de dichos objetos. Es por ello que sostenemos
que las representacionessemidticasy sus transformacions forman parte de los
procesos de definiciéde los djetos matematicos. Es por eso también que nuestro
objeto de investigacion es el del de lastransformacionesemioticasen losprocesos

de definiciorny no el dda definicionde objetos matematicos en si misma
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4 Estudio empirico

4.1Introduccidn

Los trabajos que componen el Estudio Empirico estan orientadbseavar en los
procedimientos de los alumnaxmo se manifiestalas operaciones constitutivage

los procesos de definicionle objetos matematicos. Entre las mas importantes, las
operaciores dereconocimientp observacion descripciony denominacién Segun el

marco tedrico de Duval, estas operaciones requieren la articulacion de diferentes
registros de representaciOBn primer lugar, porque aleconocimientode objetos
matematicos en un gestro determinado presupone implicitamemtatamientosy
conversione® otros registros ( Aahdbdervaduena dcuaesitna de
del mismao por ejemplo). La operacion akescripcion a su vezde un objeto o de una
relacion matematicadesde el punto de vista semidtico puede ser pensada como una
conversion se trata de expresar @ntenidode una representacion o parte del mismo,

en otroregistro. Ahora bien, como mencionamos en el Capitultos alumnos no
realizan en general los tratamientos semioticos adecuados requeridos por esas
operaciones, lo que tiene consecuencias sobre las definiciones y razonamientos
matematicos. En este Estudio Empirico buscamos identificar fendmenos asociados a
tales operaciones a través dstudiotanto de los procedimientos espontdneos como de
aquellos que mediante tareas disefiadas solicitan explicitamente una articulacién de

registros.

Para ello, a través de diferentes tipos de estudio, observamos losrpirects de
los alumnos ante tareas de muy diferente naturaleza y en contextos matematicos
diversos(analisis de enunciados algebraicos, descripcion de propiedades numéricas,
descripcion de una curva funcional, definicion de un objeto geométrico). Estabkec
luego relaciones entre los diferentes estudios, encontrando puntos en comun entre los

fendmenos identificados en las diferentes areas de conocimiento.
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A grandes rasgos, avanzamos que los resdtask ubican en torno a tres

cuestiones:

1 los procedimientos ligados al analisis e€leunciados generale@n kenguaje

simbdlico y/o natural);

1 las generalizaciones que realizan los estudiantes a partir de la observacion e

identficacion de rasgos de objetos;

1 las descripciones verbales y simbolicage hacen de sus observaciones y los
efectos de estas descripciones sobre las definiciones de los objédss y

razonamientos matematicos.

4.2 Aportes teoricos incorporados en este capitulo

En este paragrafo vamos a comentar brevemente los diversos apoériesstque
hemos incorporado en este capitulo por su interés para la interpretacion de las

producciones de los alumnos.

Dentro del marco teérico general provisto por la Teoria de los Registros Semiéticos
de Raymond Duval hemos utilizado la nocionlelgua (ya presentada ed2.1) y el
Esquema de Niveles de articulacién Discursiva del Sentido en Lengua N&tuvall,

1999). Otros desarrollos especificos relativos al uso de una lengua han resultado
también pertinentegspecialmente la nocién dematiz&ion linglistica Estos aportes
han resultado de interés para la interpretacion de los procesos discursivos de los

alumnos.

Otros aportes tedéricos han sido tenidos en cymottau pertinencipara interpretar
los procedimientos deobservacién reconocimientoy descripcion de objetos

matematicos y los procesos aiegorizaciory definicibn espontanexe los alumnos:

1 la concepcion de categoria y categorizacion por prototipos (Rosch, 1973, 1976;
Kleiber, 1990)

1 la nocion dedefinicion tipica(o caracteristicg de Duval (1995);
71 la nocidon de heuristico de representatividad dersky and Kahneman (1974)
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1 Lateoria de Situaciones Didacticas de Brous§£a@i7)

A continuacion hacemos una breve sintesis de los aspectos de estas teorias

especialmente té&tos en cuenta en nuestro andlisis.

4.2.1Esquema de Niveles de articulacion Discursiva del
Sentido en Lengua Natural

En el Esquema de niveles de articulacion discursizuval (1999) detalla las
focalizaciones posibles de la actividad de expresion de un sujeto y sus desplazamientos.
Destaca que el punto fundamental a retener esuguéiscurso depende de aquello
sobre lo que la actividad de expresion de un sujeto puedmieacse focalizadaDos
factores cognitivamente independientes que explican la diversidad de focalizaciones

posibles deben ser tenidos en cuenta:

1. los dos ladosposibles de todo discursdg re/de dicth esto esgl lado de los

objetosy el lado dda formulacién y
2. losdistintos niveleposibles de articulaciéon discursiva en lengua natural

El diagrama siguiente es una version simplificada del Esquema; en particular omitimos

lo que corresponde a los posibtlesplazamientode la focalizacion de latencion:

DE RE (del lado de los DE DICTO (del lado
objetos) de la formulacion)
Nivel 111 Un mundo Unidad: discurso

Valores instaurando o .
N Unidad: frase o
Nivel Il modificando un estado loc L
o proposicion
de conocimiento

) Un objeto, una propiedad, _ )
Nivel | y Unidad: sintagma
una fase de accion

Esquema de Niveles de articulacion Discursiva del Sentido en Lengua Natural

Muy a grandes rasgos, estsgdema nos ha resultado de utilidad para comprender

fendmenos de razonamiento ligados al uso de la lengua netupabcesos discursivos
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en el ambito matematico. Mas precisamente, encontramos que en ocasiones los
razonamientos analizados no tendrian las caracteristicas esperadas desde el punto de
vista matemético en virtud de que los alumnos no llegan a situalse dos ladosde

re/de dict) de todo discursoy/o en los tres niveles deaarticulacion discursiva

requeridos por el razonamiento matematico.

4.2.2La nocion de tematizacion linguistica

La tematizacion es un concepto que se refiere al conjunto de procedingieatidsnen
por funcion sugerir, guiar, orientar, enfatizar los temas del discurso (Ducrot y Todorov,
1972).

En este Estudio, hemos utilizado esta nocién en tanto y en cuanto nos ha resultado
fructifera para el analisis cognitivo: ciertas construccigmamaticales utilizadas como
procedimientos de tematizacion de los alumnos nos han dado indicios sobre los aspectos

del discurso sobre los que focalizan su atencién en el marco de una tarea.

4.2.3Concepcion de categoria y categorizacion por
prototipos

Hemos econtrado especialmente pertinentes los puntos siguientesdeckepcion de
la categoria yla categorizacion por prototipos de Rosch (Rosch, 1973, 1976; Kleiber,
1990):

1 La nocién de prototipo considerada comel «nejor representante» ola«
instanciacentral » de una categoria. Este representante no es un ejemplar sino
una subcategoria (comogerrion » para la categoria dep&jaro » 0 «aiz
cuadrada» para la denimero irracional »)

1 La pertenencia a una categoria se basa en un principio de cod@ides

ejemplaresoncomparados con el prototipo
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Kleiber’, en relacién con la teoria de Rosch, afirma:

Los miembros de una categoria no presentan propiedades comunes a todos (como en el
modelo de condiciones necesarias y suficientes, entre otrosjelpegmite reunirlos es
m8s bien un fAparecido de familiad (Wittgenst e

Lo que |l os re¥ne son similitudes, parecidos

parci al menteé

Rosch muestra que segun la categorizacion por prototipasdos loejemplares que
un sujeto agrupa en una misma categoria resultan «buenos ejemplares» de esa categoria;
dicho de otra manera, en las categorias existen miembros «mas prototipicos» que

otros?.

Esta teoriage opone &a teoria clasica aristotélica de la gatezacion segun la cual
los elementos de una clase se definen por propiedades comunes y compartidas por todos
los miembros de esa clase. En consecuencia, se opone al modo de categorizar y definir

en matematica.

En nuestro estudio encontramos evidencialeambito matematico del modo de
categorizar identificado por Rosch y caracteristico del razonamiento natural. Mas
precisamente, evidencia de pensamiento en términost@aciastipicas asi como del

reconocimienty agrupamient@n base aasgos protoficos.

4.2.4La nocion de definicion tipica (o caracteristica)
Esta nocion es definida asi por Duval (1995)

Las definiciones caracteristicas son las definiciones que entre las propiedades que entran en

la definicibn de un objeto, seleccionan la que permitatifigarlo de manera mas

31 En esta obra el autor estudia la importancia de la teoria del prototipo como alternativa a las teorias
clasicas del sentido en el ambito linglistico

32 El hecho de que algunos individuos puedan ser mas representativos que otros de una categoria
condujo a Kleiber (ibid.) a formular una alternativa a la teoria standard de Rosch, segin la cual las
categorizaciones por tipicidad se realizarian sobre la leagmdos de pertenencia. No discutimos
aqui este modelo ya que el de Rosch ha resultado suficiente para interpretar las producciones
analizadas en este Estudio
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econdmica. Las definiciones caracteristicas deben entonces responder o bien a un criterio
de contraste con los objetos semejantes o bien a un criterio de alta frecuencia de
distribucion de la propiedad seleccionada. Su prueba elgtadilidad es la rapidez de
tratamiento en las situaciones en las que este objeto debe ser reconocido.

Duval (ibid) i nscri be a | os Aprototiposo i denti f
definiciones caracteristicas, por el hecho de que en estaurar@egoria o una clase
de objetos se identifica por un objeto particular que toma valor de representante de

todos los objetos de esa clase por una propieeaeptivadestacable.

Este autor tambiéilentifica una caracteristica de la definicion tipieeFendémeno

de Herenciaque puede ser formulada asi:

Lo que es valido paral ejemplar tipicces valido para todos los elementos de la cla

Ahora bien, segun Kleiber, los procesos dategorizaciony los procesos de
denominacién son distinguidos tedricam&e al punto de que sus desarrollos
corresponden a disciplinas tan diferentes como la psicologia y la linguistica. Sin
embargo, desde nuestro marco tedrico, estos procesos se vinculan estrechamente y no se
otorga una preexistencia a uno respecto del &nonuestras observacionemmo se

vera, la lengua natural no interviene en la constituaiénlos objetos (recién) en el
momento dedenominarlos sino desde el momento en que se analizan objetos
individuales, observandolos, encontrando sus caractesisticdescribiéndolas. La
definicion caracteristicalebida a Duval implicitamente da cuenta de la relacion entre la

categorizaciory ladenominaciércomo partes de un mismo proceso.

4.2.5La nocion de heuristico de representatividad de
Tversky and Kahneman

Otro elemento tedrico de interés es el deewristico de representatividadle Tversky

y Kahneman (1974), segun el cual

Una persona, una cosa 0 un evento sera considerado miembro de una clase a cuyos

miembros estereotipados se parece, sin considermarotra informacion
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Este heuristico es identificado por los autores como una de las estrategias segun las
cuales los seres humanos juzgan la pertenencia o no de cosas 0 eventos a una categoria
de manera mas bien intuitivasin tener en cuenta ningunaatnformacion relevante.

Segun los autores, las personas utilizamos este heuristico como un recurso de economia
del pensamiento, en lugar de usar reglas formales y rigurosas que podrian demandar

tiempo y esfuerzo.

De gran utilidad en la vida diaria, askstrategia de clasificaciébn conlleva

naturalmente sesgos importantes y la posibilidad de llegar a conclusiones erroneas.

Su aplicacion para interpretar actividades de clasificacidn y categorizacion en
matematica nos ha resultado de interés junto caratiegorizacion por prototipos de
Rosch y la definicién caracteristica de Duval.

4.2.6La teoria de Situaciones Didacticas de Guy
Brousseau

Esta teoria ha sido utilizada en primer lugar para disefiar una actividadwgsiénde
registros en un contexto dengsonicacién (Estudio Il). Los recursos provistos por la
teoria han servido para interpretar los procedimientos de los alumnos especialmente en
la etapa de validaciofen términos mas generales, hersomparadceste contexto de
comunicacién con otro tipo dactividades que demandan una attcion entre
registros paraescribir un objeto observado, desde el punto de aéstas posibilidades

de controlpor conversiérde representaciones

Presentamos a continuacion los diferentes estudios, e identificamésdnos
destacando que los mismos se manifestaron ante tareas de diferente naturaleza y en
relacion con objetos mateméticos de diferentes areas (aritmética, algebra, geometria).

En la dltima parte del Estudio sintetizamos los puntos en comun encontrados.
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4.3 Estudio sobre el razonamiento en algebra

4.3.1Presentacion

A través de un estudio anterior nos propusimposducir conocimiento sobre las
condiciones de nacimiento y desarrollo de las estrategias propias del razonamiento

matematico en algebra.

Los andlisis epistemoldgicos y cognitivos nos llevaron a comenzar por los
problemas ligados a la generalizacion en el dominio del algebra, por las siguientes

razones:

1 la importancia que tiene la generalizacion en algebra, y los modos de

razonamiento que se le asocian;

1 la importancia de la generalizacion como mecanismo de aprendizaje y los

problemas de control asociados.

Como comentamos en eCapitulo 1 el estudio nos condujo a distinguir las
generalizaciones que hacen los alumnos cuando la tarea lo demanda expliejtdme
las generalizaciones que hacen aunque la tarea no lo demande, a las que llamamos
«generalizaciones espontaneas». Los alumnos no generalizan solamente frente a
«tareas» de generalizacion, sino que muchas de las generalizaciones que realizan se

producen en otros contextos (Panizza, 2005, 2010).

Encaramos entonces un estudio a fin de identificar los contextos de emergencia de
estas «generalizaciones espontdneas» y de establecer criterios para analizarlos. El
estudio nos condujo a establecer unaotgmia de «generalizaciones espontaneas»,
segun la cuakpara un sujeto particular en un momento partieulara generalizacion

espontanea puede ser de naturaleza:
1 Conceptual (basada en el contenido conceptual de un enunciado)

1 Logica (basada en una incprension de los conexes logicos o de las reglas

derazonamiento)

90



1 Semidtica (basada en un analisisamitenidode la representacién semibética)

Una de las caracteristicas encontradas es que las «generalizaciones espontaneas» son
realizadas en el dommmidel algebra sin que los alumnos encuentrecesidad de

validacionde las mismas, ya sean éstas de naturaleza conceptual, l6gica o semiotica.

Una particularidadde las escrituras algebraicas es que no dan el tipo de
informacion (retroaccidn) caracteristico de otros registros; por ejemplo en el marco de
las escrituras aritméticas (cuando se llega a una igualdad tal como 2=3) o en el marco de
la reproduccion de figas geométricas (cuando es posible la superposicion de las
mismas). Esto hace que la validacion en algebra sezonddeja é€n 5.6 analizamos

algunas particularidades del registro algebraico)

Sin embargo, esta dificultad especifica, ligadélaafalta d- retroaccion de las
escrituras algebraicas no explica todos los aspectos ligadasoguistificacionde las

«generalizaciones espontaneas» en el dominio del algebra.

Es por eso que, en una segunda instancia, buscamos precisaecpraoducen las
«generalizaciones espontaneas» en este dominio, y como y por qué los ahonnos

encuentran necesarjastificarlas.

En este marco encontramos algunos fendmenos que explican esos procesos y
formulamos hipotesis sobre su influencia en los razonamientosadkadizpor los
alumnos de la poblacién estudiada (primer ciclo universitario). Segun nuestro analisis,
las «generalizaciones espontaneas» en el dominio del algebra captan propiedades tipicas
de representaciones semioticas de pocos ejemplos y las caracterdmscriben

mediante asociaciones mentales produciddsreyuajenatural.

4.3.2Primer analisis: necesidad de una reformulacion del
problema inicial

Estos resultados nos llevarorreducir o matizarlo que se considera habitualmente
como «problemas de razamiento», los que se explican a menudo en términos de
capacidades logicas o nivel de racionalidad. Mas precisamente, como describimos ya

sintéticamente en el capitulo 1, nos llevaron a precisar los problemas de razonamiento
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en términos deapacidades diggsivasy familiaridad con los objetos de referencia de
los enunciados. Estmos condujo a delimitar nuestro objeto de estudio inicial.
Efectivamente, encontramosiecesidad de hacer sobrepasar el nivel de las
«generalizaciones espontaneas» por los efeptesellas tienen sobre la definicion de

objetos y el razonamiento en matematica.
A continuacion mostramos esta evolucion a través del analisis de un ejemplo, el

caso de Brenda, que nos parecio significativo para este propaosito.

4.3.3El caso de Brendd&elacbn entre procesos de
categorizacion y denominacion (definicion) de
objetos (Estudio I)

El problema
ADecidir si |l a siguiente implicaci-n es verdader
X R:2¢>x(x+1)Y x>1 0

fue dado en clase para analizar la competencia algebraicdquida la relacion entre

los conjuntos solucion de dos inecuaes-en un contexto de implicacién

Al resolverlo, Brenda considera diversos ejempes0, x=1,x=2,x=3,x=-1,
x=-2,x=-3,x=-4 y analiza el valor de verdad dmitecedente y el consecuente en

cada caso.
Luego concluye, correctamente, que el enunciado es falso, porque
«se pueden encontrar valoresxdenores que 1 que cumplaxt > x(x + 1)0
El profesor le pide que explique como lo penso.
Brenda dice que

«i 2 ,13,-4son contraejemplos, porque para ellos el antecedente es verdadero y el consecuente es

falso ».
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De acuerdo con la tarea, Brenda podria haberse detenido alli, pero ella agrega

inmediatamente:
«ah, esus lo que habria que haber puebtBsd WM adgw ww p + W5 p do que es
verdaderd »
Después de pasado un tiempo, el profesor interviene:
«Mira, es verdad para0,5? »
Brenda responde rapidamente:
«ah no, usted tiene razon, jjjes falso para los raciordles

El cuadro siguiente sintetiza $tuacion e incluye los elementos principales de nuestra

interpretacion

Elementos de dialogo Interpretacion

«12,13,-4son contraejemplos, 1) cuando Brenda argumenjiaita tododos
porque para ellos el antecedente es | contraejemplos y los identifica como siendo de u
verdadero y el consecuente es falso | cierto tipo (0s numeros reales menores glie
(heuristico de representatividachtegorizacion
por tipicidad

2) los caracteres identificados van a quedar com
definicion deltipo (definicioncaracteristica.
3) el caracter representativo al nivel del individuc
va a ser representativo de toda la poblacion
(fenébmeno de herengiaen este caso, ser
contraejemplo del enunciado

4) la expresién descriptiva utilizada< -1) denota
un conjunto de lgjetos mayor que el que Brenda
tuvo en cuentan su analisifnimerosenteros

menores quel)
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«Ah, iEs/x/ lo que habria que haber
puesto! é
E1Es" xR 2¢>x (x+1)Y /¥

> 110 que es verdadero

5/ a expresi-n Al o que
indicios de que esta centrada en los objetos y sU
descripcion tematizaciéringuistica): en este caso
w5>1, es decik<-1Ux>1

6) a continuacion, Brenda sustituye la escritura
« X » por la escriturage» y considera que el nuev

enunciado eserdadeo

«Mira, es verdad para0,5?»
Brenda responde rapidamente:
«ah no, usted tiene razon, jjjes falsq

para los racionales! »

7) hace nuevamente ungeneralizacion
espontaneax, al reconocer @b » como
representativale los nimeros racionales
(heuristico de representatividachtegorizacion
por tipicidad

8) atribuye @odoslos racionales la falsedad de la
conjetura fenbmeno de herencian este caso,
todos los numeros racionales hereldapropiedad
de ser contraemplo delprimer enunciado
formulado por BrendaAh, jEswislo que habria
gue haber( épesto! é

9) tampoco considera necesario analizar el valor
verdad dekegundceenunciaddormulado por ella

¢ éjjjes falso para los racionalé’ »

4.3.3.1 Interpretaciordel episodio

Nos parece interesante analizar esta produccidn segun dos puntos de vista:

1 El de la generalizacién hecha

{1 Elde la (no) justificacion de la nueva conjetura

Para ello, nos apoyaremos en el cuadro anterior con sus elementos de interpretacion
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4.3.3.1.1Andlisis desde el punto de vista de la generalizacion hecha

Segun nuestra interpretacion, Brenda hace una generalizacion espontanea del conjunto
de contreejemplos empleados por el@ara argumentar (x=-4, x=-3, X=-2), y

corrige el enunciado proponiemdna conjetura que considera verdadera.

Este tipo de generalizacion (de corgjamplos) fue estudiado por Balacheff (1987)
en el marco de la refutacion de una conjetura. A diferencia del problema tratado por
Balacheff, en nuestro caso la tarea no defaba encontrar una regularidad. Es por eso

que decimos que Brenda realiza una «generalizacion espontaneax.

Lo interesante en este punto es notar que Brewdsomete a consideraciGel
analisis del valor deerdad de la nueva conjetura. La sustitucior ge 1 » por «gg>
1» parece garantizar para ella que la conjetura es verdadera. La dificultar l6gica no
parece ser un obstaculo, en la medida en que desde ese punto de vista la tarea original
ofrecia el mismo nivel de dificultad: Brenda hubiese poditaizar el valor de verdad
de la conjetura, ya que la tarea origirile era equivalentdabia sido correctamente

resuelta.

4.3.3.1.2Andlisis desde el punto de vista de la (no) justificacion

Presentamos aqui el andlisis realizado pgpcar esta conducta drenda:

1 En primer lugar, presentamos dos interpretaciones que conciernen al proceso
mismo de re(formulacién) de la conjetura, que permitirian explicar que Brenda

no considere necesario analizar el valor de verdad de su conjetura.

1 En segundo lugar, formularm una hipotesis sobre la (in)capacidad de Brenda
para concebir otras instanciaciones del enunciado, en dmspe hubiera

reconocidda necesidad de validacion

a) Dos interpretaciones

Desde el punto de vistematematicoo l6gico interpretamos que para Brenda
sustitucion de x» por «@s produce un enunciado verdadero porgoerige el
enunci ado original al s eejeraptos é@dentifieadosiy | as e O

caracterizados err-neamente xxolro)el IHa badn dle
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notasse que si el conjunto de contraejemplos encontrado fuera correcto, su enunciado

seria verdadero y no requeriria ser analizado desde el punto de vista del valor de verdad.

Esta explicacion va en el sentido de que muchos problemagpareeenser de
Arazioemamoo se pueden atribuir a otros factoc
incorrecta y el proceso discursivo que condujeron a Brenda a una descripcion

inadecuada del conjunto de contraejemplos.

El punto de vistalinglistico aporta otra interpreta&n que puede ser
complementaria de la anterior. La sustitucion de»<«por s> (0 bien de« x>1» por
« 5> 1») se puede interpretar como un cambio de palabra, o de sintagma nominal. Esta
sustitucion de una expresion por otndicaria una focalizacioen los objetos y sus
descripciones, l o que es sosteni d\mijEsadem8s |

sl 0 gue habr2a qgque haber puesto! éo.

Estotendria por consecuencia que Brenda no se ocupe de la compatibilidad entre
las diferentes partes del emiado-lo que seria propio en caso del andlisis del valor de
verdad, por dos razones que identificamos en basdsgjuema de articulacién

discursivade Duval presentado &n2.1

En primer lugar, por adoptar posiblemente un punto de destaey no de dicto.
Segun la teoria,seel punto de vistde dictoel que exigiriaun analisis del estatuto de la
expresion en términos del valor de verdad e independientemente de su contenido (en

este caso los numeros designados).

Por otra partesegun Duval, una fadizacion en los objetos y su descripcién ayuda
a la comprension, a la vez que puede bloquear el acceso al segundo y tercer nivel de
articulacion en lengua naturalef 4.2.1). Esto explicaria que aunque Breridanuleun
enunciado, ella no encuentre necesidad de considerarlo desde el punto de vista de su
valor de verdad (como habia hecho correctamente con el primero), porque su atencién
quedaria en alivel descriptivade los objetognivel inferior del Esquema) no en ede
la nuevarelacion establecidésegundo nivel).
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El razonamiento matematico exige la focalizacion en los tres niveles, y en general
la formulaciébn de enunciados supone el acceso al segundo nivel (nivel de las

proposiciones)A propadsito, dice Duval (199:

(...) la toma de conciencia de la organizacién discursiva propia de todo razonamiento
valido, asi como el acceso al nivel de un corpus teorico gedassiciones (definiciones,
teoremas...) implican que se hayan diferenciado bien las operaciopis ple este tercer

nivel de articulacién discursiv@.)
b) Una Hipotesis

Aunque Brenda hubieraeconocidola necesidad de validacion, podria no haber

encontrado instanciaciones del enunciado con caracter de contraejemplo.

Esta hipotesis se basa endaa de que la pibilidad de producir un conegemplo
esta ligada al campo de lobjetos familiareslel sujetoLos llamadogpor Duval (1995)
objetos familiares son objetosnmediatamente disponibles la conciencia, y en ese
sentido son candidatos ar smncebidos espontdneamente por el sujeto y sometidos a

prueba para decidir si son ejemplos o contraejemplos de un enunciado.

Si Brenda hubiese visto la necesidad de justificar la nueva conjetura, no hubiese
encontrado la manera de hacerloyque el cojunto de los contgjemplos no esta
constituido porobjetos familiarespara ella. Habra de notarse qug diferencia del
enunciado original el enunciado propuesto por eltene cotraejempbs itodo el
intervalo F1, 0) que son, en genergloco disponiblepara los alumnos de la poblacién

estudiada.

Otros numeros pueden ser conocidos perdamailiares, en el sentido de que
pueden ser reconocidaziando un interlocutoto propone, pero no ser concebidos

espontdneamentmor el sujeto.
Es elcaso de Brendauando éprofesor le propone el nimer©,5:
«Mira, es verdad para0,5?»

ellaresponde rapidamente:
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«ah no, usted tiene razon, jes falso para los racionales!
Segun este episodio podemos observar que:

1 Brenda rapidamente se da cuenta de-dquBes un contraejemplo de su nueva

conjeturauna vez que se lo propone el profesor

1 Realiza mevamenteuna «generalizacion espontanea», al reconogg&baomo

representante de la clase de los numeros raciomgisi¢ion por prototipos)

1 Atribuye atoda esta clasele numeros la propiedad de ser coejemplos de la

nueva conjetur@endomeno de «herencia »)

Vale la pena notar que el enunciado por ella formuladdadso para los racionaleses
también falso, ygue nuevamente, ella no considera necesario analizar su valor de
verdad. El procesmecomienzaal cual, y contindia con las mismas pautas que el primer
episodio analizado.

En sintesis, esta nueva «generalizaciobn espontanea» blogeeamentela
posibilidad de Brenda de quedarse con la respuesta (correcta) solicitada por el profesor,

y la lleva a producinuevamentena conjetura falsa a la que no somete a prueba.

Esto muestra la importancia de diferenciar los objetos que puede reconocer un
sujeto cuandson propuestos por otra perspda los que les sofamiliares es decir
gue estan inmediatamente disponibles a su conciencia. Esta capacidad subtiende a la
posibilidad de validar enunciados y mas generalmente a la capacidad de decidir los

objetosdetermnadospor una definicion matematica.

4.3.4Resumen del andalisis

f Una generalizacion (implicita o explicita) implica la referencia a una
formulacién potencial o real; esta formulacion se realiza ya sea por medio de

una escritura en lengua natural ya sea por nmaslima escritura simbdlica.

1 Para demostrar la falsedad de una formulacion algebraica, la misma es sometida

a andlisis por medio de objetos «individualeSegun eEsquemale Duval, se
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desciende al primer nivel, el «nivel de los individuwo®n el casalel algebra,

los numero$ principalmente logjue nos sofamiliares.

1 Cuando se desciende al nivel de los individuos y su descripcion, la correcciéon de
la formulacion algebraicae realiza con el recurso a una formulacion en lengua

natural

1 En lenguaje atural la generalizacion corre el riesgo de corresponder al
procedimiento habitual fuera de la matematica, es decir de ser modulada por las

caracteristicas del razonamiento natural.

1 Es alli donde la funcion de representatividad de Tversky et Kahneman, la
categorizacion por tipicidad de Rosch y la definiciébn caracteristica de Duval

explican que Brenda utilice ealor absolutcen laexpresion descriptiva.

T La Acorrecci - -no de un enunci ado basad
contraejemplos, puede producir enudos falsos debido a las expresiones
descriptivagrroneasdel conjunto de contraejemplos

{1 La sustitucidon de una expresion por otra (un sintagma nominal porpotida
indicar unafocalizaciénen losobjetossegun los dos factores posibles de todo

discur®:

a) Segun los dos ladagle todo discurge indicaria haber adoptado un punto de
vistaDE REy noDE DICTOQ, ya que éstexige que el sentido de una expresiéon

sea el de su status o de su valor de verdagpertientemente de su contenido

b) Segun los posiblesiveles de articulacion discursivandicaria ma focalizaciéon
en la designacion descriptiva des objetos de referencidnivel | de

organizacion del discursg)no enla relacion establecida entre ellosvel 11).

Estotendria por consecuenathno ocuparse de la compatibilidad de las diferentes

partes del enunciado desde el punto de vista del analisis de verdad o falsedad

Es interesante comparar estos procesos con los de los matematicos. Por un lado,

evidentemente, porque buscamos hacer evoluci@rias alumnos hacia este tipo de
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racionalidad. Por otro lado, porque cuando miramos comaagla» de un matematico

no podemos ver los mecanismos fundamentales de los estudiantes

Dicho de otra manera, cuando nos situamos en la perspeatizgematia»,
creemos que: cuando los estudiantes plantean una conjetura, saben que hay que
validarla, y que disponen de los medios para t@cemando la conjetura esrdadera
creemos que la validaron; cuando corrigen una conjetura, creemos que han encontrado

las condiciones para las cuales la conjetura es correcta.

Con el analisis que acabamos de hacer, creemos haber mostrado que los puntos de
contacto del razonamiento de los alumnos con el razonamiento matematico son muchos
a la vez que también son muchosmyy sutiles los factores que influyen en sus

razonamientos y que es necesario explicar a fin de comprender sus procedimientos.

4.3.5Acerca de la construccion de objetos

Por otra parte, en nuestro proyecto inicial, nos proponiamos estudiar la naturaleza de los

objetos construidoa través de razonamientos no deductivos

En lo que se refiere a laggeneralizaciones espontaneas», pensabamos en ese
momento que las relaciones establecidas a través de formulas, de proposiciones y de
encadenamientos de proposicisr@®mo las que acabamos analizar, pasarian a formar
parte de lapropiedadesde los dominios numéricos involucradpsira aquellos sujetos
gue establecieran dichas relaciones y que, como Brenda, no dispusieran de mecanismos

de control para validar los rdeados. Por ejemplo, para Brenda, el enunciado:
&K R:2E>x(x+1)Y x> 1»

pasaria a ser una propiedad de los numeros reales; y a partir de la intervencion del

profesor,dejaria de sauna propiedad de los numeros racionales
«ah no, usted tienezon, jjjes falso para los racionalés »

y quedaria entonce®mo propiedad delomplementale los nimeros racionales dentro

de losnumeros reales.
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Dicho de otra manera, pensabamos que las conjeturas establecidas por los alumnos
vendrian adotar a los conjuntos (de numeros reales, racionales, etc.) de propiedades,
la mayoria de ellas falsas, en virtud de los procesogyeeeralizacion espontanesa
generalmente establecidas sin control. Es decir, pensabamos quegestasalizaciones
espontaneasfncionarian como la generalizaciéon en matematica, que permite concebir

nuevos objetos y dotarlos de propiedades.

Ahora bien, en tanto el campo de los nimeros réafesiaressean el 1, el 2, él
1, 0,- 2,-3, -4, etc. habra de pensarse que las prapmses establecidas son, para los
alumnos, propiedades @sosnumeros concebidos por ellesn el caso de Brenda los
namerosenteros menores quel-, y no detodos los niumeros realegunque sus

formulacionesden cuenta de infinitos otros nUmer@n elc as o dex<Bréenda i

En términos mas generales) la medida&nquelas descripciones realizadasr los
alumnos denotenconjuntos mayoregjue los que buscaronaracterizar, habra de
pensarse que las propiedades no seran atribuidas al codgmbtalo por dichas
descripciones, sin@olamenteal conjunto de gletos individuales que pretendieron

caracterizar.

Por otra parte, como hemos visto en el caso de Brenda, en la medida en que los
sujetosqueden atrapados en el primer niveladeculaciéndiscursivaes decir en el de
los objetos y su descripcidlgs enunciados establecidos por ellos no han de tener el
valor depropiedadesya que esto exigiria focalizar &encionen el segundo nivekl

de las frases y las proposiciones.

Por estas razwes, segun nuestro analisis, hacemos la hipétesis de que mediante
procesos de generalizacion espontanea con caracteristicas similares a los den@renda,
se transforma ni enriquece el dominio de los objetosque el «liscurso» se refiera a

los nimeroseales, racionales, etc.
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4.3.6Conclusiones de este estudio

Este trabajanos condujo a delimitar nuestro objeto de estudio inicial, en la medida en
que nos permitid6 precisar algunos aspectos del funcionamiento cognitivo del
razonamiento matematico en dos dimenss: la de los razonamientos ligados
fundamentalmente a un lenguaje; y la de los razonamientos producidos sobre la base de

los objetos de expeneia del sujeto (Duvall,995).

Ambas dimensiones se ven reflejadasosnfendmenos que sintetizamaworadel
analisis realizado hasta aqui, y que concierne a las operaciones cognitivas de los
alumnos frente a tareas de analisis del valor de verdad de proposiciones hechas en el

registro de las escrituras algelwas:

71 Los objetos que analizan forman parte dgehpo de lo®bjetos familiarepara
ellos (inmediatamente disponibles a su conciencia) y no son representativos de
las instanciacionegosibles del campo de los numeros a los cuales

enunciados hacen referencia;

{1 Lasdescripcionesle susobservaciones soformuladas en lenguaje natural y en

este sentido son moduladas por mecanidigados al razonamiento natural;

7 Dichasdescripciones son utilizadas para hacer correcciones en los enunciados de

partida a trags de sustituciones de palabras;

71 La focalizacionde su atencidén se hace puntualmente sobre estas sustituciones, es
decir permaneceentrada en los objetos @ manera de describirlos). Dicho de
otra manera, aunque los sujetos puedan hacer proposiciones 0 encadenamientos
de proposiciones, no logran situaese el punto de vista DE DICTO en los
diferentes niveles de articulacion discursiva requeridos poaznamiento

matematico.

Considerar los errores de los alumnos como problemas de razonamiento o conceptuales
no ayuda a identificar estos fendmenos, ligados principalmente grémesos
descriptivosy a ladisponibilidad inmediata de un campo de objetoso4 riesgos de

esta reduccién en la interpretaciéon de las producciones de los alumnos son muchos.
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La comprension de una formulacion en lenguaje algebraico se basa en parte en el
hecho de que ella es descriptiva de un campo de objetos; entonces, mientras los alumnos
tengan apenas un acceso parcial a dichos objetos, sélo lograran una comprensién parcial
o falsa de dichas formulaciones. En consecuencia, los procesos de razonamiento, de
explicaciones y de pruebas asociadas van a estar condicionados por estas

incomprensiones.

En particular, para los alumnos, mientras el campo de los objetos que les son
familiares sea restringidoy mientras sus procesos descriptivos tengan las caracteristicas
presentadas en este estudio, cabe esperar los procesos «espontaneos» de definicion y
todos los fendmenos asociados a la validacion que acabamos de exponer. Eedesfasaj
entre estos procesos «espontaneos» de los alumnos y las modalidades pertinentes desde
el punto de vista mateméatico, nos condujo a interesarnos en el problema de la
definicion, en el sentido deroceso de delimitaciode una clase de objetgsa buscar
otros fendmenos implicados en el razonamiento que merecen no ser reducidos a

problemas de capacidad logica.
En este contexto, consideramos importante avanzar en dos direcciones

1 Encontrar situacionede ensefianzpara familiarizar a los alumnos cdos
objebs y con diferentes maneras de observarlos y describiNosy
especialmenteactividadesgue pongaren juegodistintas maneras dgesignar
los objetos ylas relaciones entre objetog,que requierarconversionesentre
diferentes registros eécrituras alderaicas, escrituras numéricatenguaje

natural, lenguajeimbalic.

1 Observar los mecanismos de sustitucidrutilizados por los alumnoante
distintos tipos de tareas, tratando de identificar los que podrian ser considerados
como fendmenos deazonamieto propiamente dichy los que tal como los
procesos descriptivog la disponibilidad inmediata de un campo de objetos
identificadosen el dominio del algebra, forman parte de otros procesos.

Los estudios empiricos que presentamos a continuacion &e sitlesta perspectiva.
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En primer lugar, presentamos un dispositivo didactico que pone en juego la
descripcion de un objeto matematico en diferentes registros semioticos (Duval, 1993,
2003) y que requiere de los alumremntracionesy focalizacionede la mirada en la
observacion y la exploracion, asi como descripciones que articulan difesenteos
(segun Frege, 1974), y diferentesntenide de las representaciones segun Duval
(1995) (Ver Capitulo 3). Es el objeto del estudio presentadoden

Acto seguido, presentamos un estudio destinado a identificar fendbmenos de
generalizacion y sustitucion en un contexto de descripcion de propietadésicas
(ver4.5).

Por ultimo, presentamos un episodio extraido de un registro de clase ordinaria, en el

que identificamos fendmenos ligadoka aefinicién de objetos geométricos (ved).

4.4Estudio sobre los fenOmenos asociados a la
descripcion de una curva funcional en un
contexto de commicacion (Estudio Il)

4.4.1Presentacion

Presentamos aqui un dispositivo didactico que consiste en la descripcion del grafico de

una funcion en un contexto de comunicacion (en el sentido de Brousseau, 1997).

Este tipo de situacion es favorable para la olasédn rigurosa, porque las
descripciones producidas estan sometidas a la exigencia de reproduccion del objeto
descrito. El dispositivo demanda una descripcion verbal del grafico de una funcién a
partir de su observacion por parte de un grupo emisor,gpsoduccion ulterior a partir

del mensaje por parte del grupo receptor.

Desde el punto de vista semidtico, el dispositivo pone en juegodabk
conversion del registro grafico (sistema de ejes cartesiano) al registro erdh
formulacién del mergje- y del registro verbal al grafico en la reproducciéon del dibujo.

La investigacién llevada a cabo nos ha permitido identificar algunas variables didacticas

de naturaleza semiotica (ver 4.4nb) previstas en el analisis a priori

104



Descripcion del dispositivo: se muestra a un grupo (emisor) el grafico de una
funcién y el grupo debe producir un mensqjee contenga la informacion necesaria
para queel otro grupo (receptor, que no tiene accesgrafico) pueda reproducirjo
respetandda forma ylas posciones con respecto a los ejs#) exigencia de escala. No
cabe aqui una validacion por superposicion de las figuras sino que la comparacion se

realiza por medio de criterios topolégicos.

Efectuamos la experiencia en tres oportunidades, en un cerda dhateria
« Matemética» del Ciclo de Basico Comun de la Universidad de Buenos Aires. La

figura presentada en esta ocasion fue

4.4.2 Categorias de analisis

En un primer andlisis de las producciones, observamos que para producir el mensaje, los
alumnos onsideraban alternativamente el gréfico coohgeto en si mismo y como
modelode la funciénque representa (es decir, tomanddulacion como objeto). Esto

nos condujo a analizar las informaciones incluidas en los mensajes distinguiendo su
naturaleza mateatica o0 perceptivdA Consideramos también el tipo de
contextualizacion de la informacion (en lo que se refiere a los ejes o0 a la forma de la
curva) y el numero de imagenes posibles que corresponden a una misma unidad de

informacion.

% Encontramos afinidad con el trabajo de Mariotti & Fishbeim (1997) acerca de las interaeotvaes
los dos aspectos identificados por Fishbein en su teoria sobre la naturaleza de los conceptos
geométricos (Fishbein, 1963, 1969): el figural (relativo al hecho de que los conceptos geométricos se
refieren al espacio), y el conceptual, relativo adturaleza abstracta y teorica de los conceptos
geomeétricos.
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El analisis se llevoa cabo descomponiendo los mensajes en unidades de

informacién y considerado tres dimensiones

Dimension 1): Naturaleza de la informacion
1 Propiedad matematica (funcién continua, derivable, etc.)
71 Propiedad cualitativa gestéltica (maximo, pico, cdncavo...)

1 Propiedad cualitativa posicional (extremo del intervalo, primero, ultimo, medio,

ejex, ejey)
Dimensién Il): Contextualizacion de la informacion
1 respetando el orden (de izquierda a derecha)
o con referencia a una propiedad cualitativa gestaltica
o conreferencia a una propiedad cualitativa posicional
1 sin seguir un orden
o con referencia a una propiedad cualitativa gestéltica
o0 con referencia a una propiedad cualitativa posicional
Dimensién 1l1) : Iconicidad vs Poiconicidad de Informacion

La poliiconicidad de una unidad de informacién significa que la unidad (tomada

localmente) tiene mas de una traduccion visual po§ideimo, no derivableetc.)
Los mensajes fueron comparados desde dos puntos de vista diferentes:
o Desde el punto de vista dedaficienciapara reproduciel grafico de la funcién

o Desde el punto de vista daeficaciapara reproduciel grafico de la funcion

34 Ver Anexo |
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A continuacion mostramdss resultados del analisisalizadodesde estos dos puntos
de vista, y los fendmenos mas importantes encontrémogue podrian proporcionar

diferentes hipotesis explicativas de las producciones de los alumnos.

4.4.3Analisis y resultados

Presentamogn primer lugamuna sintesis descriptiva debntenido de losnensajes de
cada grupo emisor, de las caracteristicas de las reproducciones realizadas por los
receptores y de los aspectos salientes de la puesta en comuan. En el Anexo | presentamos

todas las producciones y las descomposiciones en esid@danalisis.

4.4.3.1 Sintesis descripta de las producciones

Grupo A

El mensaje es fundamentalmente global. Se explicita la continuidad
funcion; la derivabilidad es sélo implicitamefiteonsiderada. Posee do
ambigiiedades. Una de ellas (wmidad A9 es advertida por los receptore
guienes preguntan "cudles dos maximos". La otra (el mensaje en su tot
no permite identificar dos de los puntos en los que la concavidad casb
advertida en el momento de la confrontacion de las figuras, al obgeea
en la figura producida los minimos coinciden con los puntos de inflexiol
gue no era el caso en la figura de partitidnhecho de que la figura producid
no refleja que la funcién es derivable en uno de los maximos, aunq
mensaje lo explicitaver unidad A2no es adveido. Los otros elementos de
mensaje describen adecuadamente propiedades de la figura de partid
no la determinan: la figura producida por los receptores se ajusta

descripcion de los emisores pero no coincide con la origioal.alumnos

% El caracter de implicito identificado en estos mensajes en relacién con algunas propiedades, seria a
nuestro entender objeto de indagacién a la luz de la teoria de la presup@icidt & Todorov,
1972). El punto de vista de las relaciones intersubjetivas especialmente, permitiria profundizar en el
analisis de las producciones en estos contextosmenicacionlLa evidencia empirica recogida aqui
no es suficiente como para puatlizar en ese sentido.
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identifican estasdiferencias al comparar las figurd3urante ladiscusion

colectivad escubren | a necesidad de ag
| os m2 ni mos l a funci-n es der iV
infl exi-no, e t clas )misniberesuten rsificieates arg

reproducir la figura

Grupo B

El mensaje es fundamentalmente global aunque la numeracién de los |
(X0, X1, X2 ¢ ysugiere un orden de izquierda a derecha (que los recep
siguen al reproducir el grafico). Se explicita la awitad de la funcién pero
no hay ninguna consideraciéon de la derivabilidad. La descripcion
adecuadaen general, salvo que en el intervalq, (x3) definido por los
emisores la informacion es contradictoria en relacion con el crecimiento
funcion (nidades B6 y B7) y el cambio de concavidad en el intervalo n
incluido en la descripcion (unidad B 7); también se incluye una informag
no adecuadé@unidad B4)que ubicda ordenada demaximo absolutoen el

ejey. Todo sto se manifiesta en el giéd, especialmente en el puntg

méaximo absoluto que en la figura original es un punto donde la funcig
derivable y en la reconstruccion nes derivable ni continuaEsto no es

advertido en el momento de la confrontacion de los mensajes.

Un punto denterés mayor surge cuando el grupo receptor observangele
grafico producidda funcién no es derivable en el puntpdefinido por los
emisoresfampoco era derivable esse punto en la figura originglero esto
no figuraba en el mensaje de los emgscEsto hace entrar en conflicto a Ig
alumnos quelo advierten, lo que muestra ®xpectativa de queiertas
caracteristicas figureexplicitamenteen los mensajes; en caso contrdrio

segun ellosno deberian ser propiedades de la funcion.

La discusioncolectiva lleva a descubrir relaciones mateméaticas no prev
por estar establecidas so6lo implicitamente en el mensaje: la funcién re
no derivable ems cOmo consecuencia de ser creciente y convexaxentng

y decreciente y convexa entxga xg (Unidades B9 y B10). Esto condujo
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los alumnos al establecimiento de relaciones necesarias dithas

propiedades (teoremas).

Grupo C

El mensaje omite toda descripcion sobre la continuidad y la derivabili
salvo en los puntog; y xg definidos por los emisores, en los que la funci
no es derivable (unidades C2 y C8), lo que se describe mediante
propiedad cualitativa gest8ltica

una figura continua y derivable en el resto de los puntos.

La contextualizacion de la informacion se realiza respetando el orde
izquierda a derechan general con referencia a una propiedad cualita]

gestaltica (pico, concavo, maximo).

Si bien las unidades 1 a 15 son poliiconicas localmente, no lo seh
mensaje global, lo que permite que el grafico producido revele todos
aspectos de la curva original que han sido incluidos en los mensajes
aspectos que resultan inadecuados se deben a no haber sido incluido
mensaje: concavidad en los iM&los extremosxg, x1) ¥ (Xs, Xo) Y posicion

de la curva en relacién al gj@n el intervaloXy, Xs).

4.4.3.2 Analisis desde el punto de vista la suficiencigpara
reconstituir el grafico de la funcion

Al analizar las producciones segun este punto de,wusteontramoslos tipos de

insuficienciaen los mensajes:
1 mensajes insuficientes patascribirel grafico; y

1 mensajes adecuados patescribir propiedades del grafico pero insuficientes

parareproducirlo

Ciertas insuficiencias dedrimer tipo son relativas a la forma del grafico, otras son
relativas a la posicion con respecto a los ejes. Esto se pone en evidencia en el momento

de la comparacion de las figuras. Por ejemplo, cuando la funcion es derivable en un
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punto en el grafico original peroo lo es en el grafico reproducido, o por la

comparacion de los ceros de cada grafico.

Este tipo de insuficiencia es interesante, pero ssgindo tipode insuficiencia el

gue es puesto en evidencia especialmente gracias a este dispositivo.

Efectivamete, los mensajesaunque constituyan descripces adecuadas del
grafico al tenerlante bs ojos , se presentan a vedesuficientes pardescartar otras
imagenes posiblgzara la misma descripcion verbBbr ejemplo, el mensaje del grupo
A dio lugar da posibilidad de que los minimos coincidieran con los puntos de inflexion
(lo que no es el caso en la figura original). Este fendmeno es descubierto por los mismos

alumnos a través de la comparacion de las imagenes.

4.4.3.3 Andlisis desde el punto de vista desfficacia para
reconstituir el grafico de la funcion

El andlisis en términos de eficacia esta en parte contenido en el analisis anterior. Sin
embargo, encontramos otros fendmenos de interés gracias a este nuevo punto de vista.
Entre éstos, el hecho de doe grupos receptores y emisores compartan un conjunto de
creencias y de hipétesis implicitas que hacen que el grafico reproduzca fielmente el
dibujo original aunque el mensaje no sea adecuada! siguiente cuadro mostramos

algunos ejemplos

Creencias compartidas por emisores y

Caracterigca del mensaje
receptores

Los alumnos piensan:

I. quetodaslas funciones son contias,

El mensaje no explicita que la funcion ¢ :
0 bien

continua (grupo C)
ii. que cuando una funcion es continua,
hay necesidad d#ecirlo explicitamente

El mensaje no explicita los puntos en I¢ La funcién es derivable en todos los pun
gue la funcién esativable (todos los salvo en los que explicitamente el mensg
grupog indica la contrario

En estos casos, el graficeproducido es a menudo semejante al original (el mensaje es

efica? pero se debe en realidad adasicepciones erronea®mpartidagpor los grupos
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emisores y receptores. Por esta raz@ontrariamente a lo que estad indicado
precedentemente con respectocaracter suficientela validacidon no permitea los
alumnos que se den cuenta de sus errores u omisiones en el mansgj@cion no
permite la validacion de los mensajes producidos. Esto nos permitié identificar variables

didacticas

4.4.4Variables didéaticas de la situacidentificadas

Como anticipamos en la introduccion, la investigacion nos condujo a identificar un
conjunto de variables didacticas no previstas en el analisis a priori de la situacion. Estas
variables son en su mayor parte de nataeagentica. $ bien ellasse relacionan con
variables de naturaleza matematiciase reducen ni pueden ser identificadas mediante

un andlisis en términos de propiedadegematicasle la funcionLa especificidaddel
registrocomprometido en las operaciones de observacion y descrijpggda un rol
determinante de dichas variables y el estudio empin&osido importante para

identificarlas

Distinguimos las variables didacticas de la situacion segdadifican
especialmentéas estrategias ligadas a las operacionesbdervaciono las estrategias

ligadas a lasperaciones ddescripcion®

1 Los rasgos de la curva swariables didacticasque comprometen especialmente a

las operaciones dmbservacion:

o la continuidad de lo curva (si/no): graficos discontinuos darian lugar a desactivar
las creencias compartidas sobre la continuidad que encontramos en la
experiencia, al hacer que los mensajes resuiefitacessi no se explicitan las

propiedades de la ota relativas a esa nocion;

o sillamamos punto anguloso a todo punto de continuidad de la funcién en el que

|l as derivadas | aterales (finitas o infi

% Decimos especialmente, y no exclusivamente, ya que ambas operaciones interactiian
permanentemente
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anguloso en el que alguna de las derivadas es infinita, el tiparde es una
variable didactica en la medida en que las operaciones visuales requeridas por el

reconocimiental e un fApicod y de un punto angul o

o la amplitud del angulo de un punto anguloso es también un variable: un angulo
peqeiio hace perceptualmente evidente la calidad de punto anguloso,
percepcion que se hace mas dificil pesjramente en funcién de la amplitud

hasta tornarse cualitativamente diferente para angulos muy grandes.

Habra de notarse que si bien todas estasqutages de los graficos se correggen en

el plano matematico copropiedades de la funcién, describir las varialf&do) en
términos matematicos seria ignorar las particularidades del registro en que una
propiedad es expresadRor ejemplo, entérminos matematicos todos los puntos
angulosos son equivalentes, pero no lo son eregibtro grafico por las razones
expuestas relativas a su reconocimiento en dicho registro. En la medida en que la
observacién se realiza en el registro grafico es importaletificar las variables
didacticas en términos delialidades visualeg susconfiguracionesteniendo ercuenta

las caracteristicas de dictegistro.

Por otra parte, de la experiencia surge que los aludeasificanel hecho de que
haya un uUnpunocan que e funcion sea no derivable. Las variables antes
mencioradas facilitariaa desidentificacion al requerir la observaciéon y descripcion de

puntos angulosos en general.
{1 Otro juego de variables concierne a las caracteristicas exigidadestapciones:

o el tipo de propiedad a utilizar (propiedad matematica del objeto o cualitativa

gestaltica de su representacion gréfica) es una variable;

o el tipo de descripcion (global local): laprohibicionde decir'no derivable", o
"pico” en un punto obligaria a focalizar la mirada a izquierda y a derecha del

punto y a identificar de esta manera otras unidades significantes
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o el Iéxico permitido, por ejemplo el uso de verbos (si/nbjiceuso de verbos
pondria en la necesidad de construccion de sintagmas nominales (descripciones

de un mismo aspecto usando diferestgidogen el sentido de Frege))

4.4 5Conclusiones de este estudio

En términos generales, hemos observado qaea pealtar la tarea, los sujetos
consideran alternativamente el grafico como alpjeto en si mismo, o como una
representacidmle la funcién(la cual se convierte entonces enoljetd. Esto plantea el
problema de la asociacion entre una propiedad matematica guddidades visuales
para discriminar en un grafico. La centracion alternada entre los dos tipos de objeto
(gréfico y funcion) lleva a los alumnos a buscar diferentes maneras de discernir las
cualidades visuales que permiten identificar en un gréficoelsepcia o la ausencia de

una nocion matematica (Duval, 1993, 2002).

El analisis segun el punto de vista del caracter suficiente nos llevo a interpretar y
poner en evidencia un fenédmeno ligado a la relacion dexdgen, segun la cual al
observar un grato es posiblgroducir una descripciéadecuadade propiedades del
mismo pero insuficiente para descartar otras imagenes posibles para la misma
descripcion verba{Duval, 1995, Kanizsa, 1998ks decir,descripciones verbales que
pueden corresponder a atréunciones matematicaka situacion de comunicacion
elegida, al provocar artificialmente una disociacion entre la imagen (de partida) y el
texto (producido por los emisores), muestraatbr informativodel mismo cuando es
utilizado por los receptoresaa reproducir la imagen ausente. Todo esto permite
proponer un contexto en el cual los alumnos, al descubrir por ellos mismos este
fendmeno (por comparacide las imagenes), desarrollanciapacidad de incluir las
informaciones necesariggra que las @geripciones verbales resulten autosuficientes.

Otro fendmeno interesante esta ligado a la creencia de los alumnos segun la cual

ciertas’ propiedades de la funciédeberian estar contenidagplicitamente en los

37 Es interesante notar que esta creencia coexiste con otra de alguna manera complementaria: ciertas
propiedades parecen haberse r@izado como propiedades de las funciones, y s6lo es necesario
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mensajegara ser propiedades de la funcion representada. Dicho de otra manera, en
ocasiones, el grafico que producen revela ciertas propiedades matematicas de la funcién
inesperadasen la medida en que no figuran explicitamente en el mensaje Veasbal.
situacionfavorece elhacerenrar en conflicto a los receptorem el momento de la
comparaciorde las figurasal observar propiedades inesperadas de la funcion (porque
ellas no figuran explicitamente en los mensajes). La discusion que esto provoca
favorece eldescubrimiento de teoremas es decir de propiedades que resultan

necesariamente verdaderas a partir de @teagproduccion grupo B)

El andlisis desde el punto de vista de la eficacia ha mostrado que un conjunto de
concepciones erréneas hace que los ajeasesulterficacesaunque sean inadeaos
para describir el graficdsto puede considerarse como un limite de la situacién, en la
medida en que no permite sacar a la luz estas concepciones erroneas. Sin embargo, este
analisis ha permitido la identifacion devariables didacticasde naturaleza semidtica
(gréfica y verbal)Por medio de un cambio en el valor devasables se podria lograr
que los mensajes resultéreficaces permitiendo asi la revision de las concepciones

erroneas durante la validan de los mensajes.

El aporte a la didactica de esta situacion es hacer que los aldeswogrampor si
mismos por un ladéas relaciones complejas entfistintas propiedades matematicas y
entre las propiedades matematicaslas representaciones setigas (graficas y
verbales), y por otro lado aprendan a discriminar las cualidades figurales relevantes de

un gréfico.

explicitar cuandao se cumplen (ver por ejemplo la produccién del grupo C en relacién con la
continuidad, y nuestro analisis sobre las creencias compartidas por emisores y receptér@sjen
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4.5Estudio empirico sobre descripciones de
propiedades numericas (Estudio III)

4.5.1Presentacion

La desigualdd x* Ox puede ser considerada como la descripcién de una propiedad de
un conjunto numeérico, la que puede ser adecuada o no segun el conjunto que se

considere.

Por ejemplo, describe adecuadamente una propiedad de los conjuntos:
- (0;1)
7
N
En este trabajestudiamos los juicios de los estudiantes acerca del valor de verdad de
enunciados descriptivos de una propiedad de diferentes conjuntos numéricos. La
consigna presentada a los alumnos es la siguiente:
Determine si el enunciadt x, X Oxd es verdadero falso en los conjuntos siguientes:
R

z N ©O

4.5.2Analisis

En un curso de 60 estudiantes del primer afio de la Universidad de Buenos Aires, 40%

de los estudiantes dio una respuesta correcta.

Entre las respuestas incorrectas, dos tg@gespuestaon las mas interesantes

segun nuestro andlisis:

1 las de los estudiantes que responden que, dado que el enunciado es verdadero en
IR (« porque el cuadrado de todo numero real es mas grande quesétonces

va a ser verdadero €n 7 y N.
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1 las de los estudntes que responden que el enunciado:

0 es verdadero en (« porque el cuadrado de todo numero real es mas grande

queel mismo»), enZy enN; y
0 es falso er) (« porque por ejemplg 0,5 < 0,5»).

Las respuestas derimer tipo son muy habituales, y sascriben dentro de lo que
denominamos «generalizaciones espontaneade naturalezaconceptual, porque
consisten en una extensiéon de un esquema de conocimiento (Verd®8add una
propiedad observada en los numeros naturales es extendida a los nurtesoNoazos
interesa profundizar aqui en el analisis de este tipo de respuesta salvo para decir que
desde nuestra perspectiva dfie de extension se produce y se perpetda porque no hay
un trabajo especifico destinado al@servaciory descripcionde oljetos, hipoétesis que
sostenemos en esta tesis para todo lo queeroeca la definicion de objetd3icho de

otra manera, si se produce una extension sin control de un esquema de conocimiento
construido en el marco de los nimeros naturales, y se perpefi@rque no se ha dado

lugar a unaconstrucciony deconstrucciénpor observacion de los nuevos numeros
introducidos. Este tipo de trabajo es necesario para que las extensiones de esquemas de

conocimiento se realicen con control.

Las respuestas deegundo tipopueden analizarse desde diferentes puntos de vista,
pero nos parece pertinente analizarlas en términos defdows de la tipicidadPara

ello, notemos que:

1 Estos estudiantes pueden concetspontaneamentel nimero 0,5 (se trata

entoncesd un Aobjeto familiaro para ell os
1 Lo utilizan para analizar el enunciado@npero no er:

1 Puede decirse entonces que lo reconocen como nunogvoalapero no como

ndmero real

1 No perciben la contradiccion que hay en afirmar lqueropiedad (cuantificada

universalmenteX" x, x* Ox » es verdadera €n y no enQ
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Interpretamos que para estos alumnos por un Qgsiees un<buen ejemplarsen el
sentidodeRosch)de @ pero no dér, y que posiblemenieaunque no haya evidencia de
ello en este estudidos nimers expresados como raices cuadragas (n e | ©09)i g n o

sean mejores ejemplares de nimero irracionapgue.

Creemos que estos alumnos aceptarian @dhy® numeraeal en caso de que se
les hiciera la pregunta, pero no lo conciben espontaneamente como tal porque no

responde al aspecpootototipicode los niumeros reales.

Es importante notar que en el presente estudio, el caracter tipico esta asociado a la
representaciérsemidticadel nUmero, mas precisamente a su escritura dec8aglin
nuestra interpretacion, para estos alumnos 0,5 es un representante de los ndmeros
racionales, en virtud delspectade la escriturarépresentacion semiotiaiel nimero) y
en oposiciona los numeros reales quiexceptuando los niumeros tales comy e se
identificarian mediante escrituras tales como las raices cuad@ydgsagn &4, que
segun esta perspectiygor las mismas razones seria un niumero real pero no racional!).
En el casade los numeros es dificil apreciar este aspecto de la tipicidad ligada a la
representacion, en virtud de que la propiedad con la que se define al idhjeto
definicion no axiométicase realiza en base a unae pr e s e Uit Méro &s: f
racional si puedeser escrito como cociente de dos numeros ertgert Rumero es
racional si su escritura decimal es finita o periédicdUn numero es irracional si su
escritura decimal es infinita no periddiaa et &.3.2. Chardo la propiedad
caracteristica es una propiedad del objeto independiente de su representacion, es mas
facil discriminar si los rasgos tipicos provienen o no de las representacititeslba

con las que spresentzel objeto.

En consecuencia, si nuestra hipotesis sobreaginocimientdasado en un rasgo
tipico es adecuada, este estudio mostraria la predominanaistos alumnode este
aspecto semidtico sobre aspectos conceptetddsentaleslos alumnos de este nivel
de escol ar i dua dubcénfurtdhereda lagpropiedades universales de un
conjunto que lo contiene. Sin embargbpensamiento en términos destancia tipica
compitecon ese conocimienta punto deque dlos pueden no detectar quersspuesta

contradice esa propiedad elementBbdria pensarse que como consecuencia del
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pensamiento por tipicidaghara estos alumnos los nimeros racionales y los nimeros
reales se constituirian como clases disjuntas a pesal Adi scursoo habit

presenta (y que ellos mismos repiten) mediante una relacidén de inclusion de conjuntos.

4.5.3Conclusiones de este estudio

La capacidad de reconocer que un-sabjunto hereda o no propiedades de un conjunto

que lo contiene, estdirectamente ligada a la capacidad mas general de caracterizar las
propiedades de los conjuntos, por ejemplo, distinguir las propiedades univeygales

son hereditariasde las propiedades istenciales, que no lo sofPgnizza &Alvarez

1990. Todo estdnterviene en la capacidad descripciony de definicionde clases y

de conjuntos de numeros y sus relaciones, incluso mas generalmente de clases y de

conjuntos de objetos matematicos.

Vale la pena notar que esta propiedad es utilizada por los ala@inmsmer grupo,
para quienes la propiedaal,ser verdadera éh (« porque el cuadrado de todo nimero
real es mas grande quel mismo») entonces va a ser verdadera @nZ et N.
Entendemos que este fAentoncesosuEmuntebe a c

heredan Igropiedad ffalsa!) del conjuntd.

Para el segundo grupo de alumnrea cambie @, como subconjunto deR no
heredaria una propiedad universal de este conjunto, lo queneesn evidenciporque

estos alumnos no detectan la cadiccion elemental.

Segun nuestra interpretacion, no se trata de algo atribuible a la racionalidad sino a
problemas de razonamiento que se originan erexperiencia con los objetos
matematicos|a falta de disponibilidad inmediatade las instanciacionegosibles del
enunciadopara analizar su caracter de ejemplo o contraejenyplos procesos de

categorizacionpor prototipos.
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4.60bservacion de una clase omia: el
encapsulamiento de registros de representacion
(Estudio 1V)

4.6.1 La leccion del trapecio

Una maesa en formacion (en Francia,P&2») da a sus alumnos la siguiente

definicion de trapecio:
«un trapecio es un cuadrildtero con dos lados paraelamente

La definicion esta expuesta en el pizarrén junto con los siguientes dibujos

N/ A

A continuaciéries pide a los alumnos que dibujen un trapecio

Un alumno dibuja la siguiente figufa

La maestraesponde

« No, esto responde a la consigna pero no es un trapecio

% Destacamos que en Francia las figuras no convexas son objeto de ensefianza en la escuela primaria
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4.6.2Analisis

1 La definicibn de la maestra (x cuadrilatero con dos lados paralelos
solamente») es una definicion gor tipicidad», en el sentido de que se trata de
la descripcion verbal de un dibujo tipico de trapecio (cuadrilatero convexo con
solamentedos lados palelos, como los dibujos expuestpor ella en la

presentacion)

1 La maestra parece reconocer que el ejempdddor el alumno) responde a

dichaformulacion verbal«¢é e st o responde» a | a consigna

1 Sin embargo, para ella, el criterio de aceptacién ddilbuio es su semejanza
con el e j e nperb 0o es U prapecio) y jo e concordancia con la

propiedad formulada verbalmente
1 Al mismo tiempo, la maestra no parece percibir la contradiccion.

I nterpretamos este fen - mergicdtmosumelNer@a s
(Duval, 1995): efectivamente, la maestra no articuladacripcionverbal que ella

misma realiza para caracterizar ati@pecios con una instangarticularrepresentada

en el registro de las figuras geométricas, lo quevsdencia por el rechazo del dibujo

propuesto por el alumno.

Hacemos notar que la definicion dada por lestia sirve para describir las figuras
tipicas de trapecjopero permitetambién construir otras figuras no tipicgsomo la

propuesta por el alumno).

4.6.3Conclusiones de este estudio

Este aspecto ligado al alcance (imprevisto) de ciertas descripciones verbales y
simbdlicasien particular las definici@s es uno de los fendmendmportantes
identificados en esta tesigravés del Estudio Empirico, y fundamental para interpretar
los procesos semioticos constitutivos de los objetos matematicos que construyen los

alumnos. Como veremoer(4.7.2 se trata de un fenbmeno general que ponemos en
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evidencia a través de diferentes estudios, tarteas de muy diferente naturaleza y

contextos matemaéaticos diversos.

Sostenemos que la mayor parte del tiempo estas actitudesn@gaa su origen en
la ausencia de un trabajo de discriminacion de las propiedades de las diferentes
instancias representativas de los objetos a definir. Este problema es de origen didactico
en su mayor parte, por la poca representatividad de los objeiggluales provistos
por la ensefianza, y la poca variacién de representaciones semiéticas ofrecidas para
representar dichos objetos. Los ejemplos dados por la maestra de la clase observada son
ilustrativos de esta actitud: no s6lo no se muestra ningpedio no convexo, Sino que
tampoco se muestra un paralelogramo. Los ejemplos presentados responden a su
definicidn por tipicidad.

4.7Fendmenos comunes a los diferentes estudios

4.7.1Efectos de la definicion por tipicidad

En diferentes puntos de este Estudimpiico, hemos encontrado algunas de las
generalizacionegjue los alumnos realizan basandose en rasgos tipicos identificados en
instancias particulares de objetos matematicos, rasgos que la mayoria de las veces
captan una propiedad de rapresentaciorparticular del objeto individual analizado.
Asimismo, hemos observado que estas generalizaciones son formuladas en escrituras
simbdlicas o lengaje natural, las que tienen para los alumnoslelr dedefiniciones

en la medida en que pretenden caracterizar a los objetos observados.

Identificamos tambiémanifestaciones de losfectosde estas definiciones por

tipicidad Entre las mas importantes:

71 el reconocimiento de un objeto basagkirictamenteen el rasgodentificado,

generalmente ligado a un registro de representacion particular;

1 el fen- meno de fAherenciad seg¥%n el cual

v8lido para todoso;
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1 influencia sobre los juicios acerca del valor de verdad de enunciados

descripivos de dominios de objetos; y

1 una falta de articulacién entre las definiciones producidas y otras definiciones

del mismo objeto.

El siguiente cuadro muestra de manera sintética las manifestaciones principales de la

definiciobn por tpicidad identificadasen este Estudio Empirico, ante diferentes

actividades cognitivas solicitadas o esperadas por actividades matematicas en diferentes

dominios:algebraico, numérico, y geométrico.

Propiedades numéricas: (q-
B Algebra: _ - Geometria:
matematico de ' Estudio empirico sobre | | 5 |eccion del
referencia del (Eé ctazo (Ij)e Brenda desc_n;()jugnes de N trapecio
estudio studo propiedades numéricas _
(Estudio 1) (Estudio V)

Reconocimiento de

la necesidad de o _ Articulacion entre
Actividad valldac;lon de Deq|3|on sobrg sin dibujo y definicion
esperada enunciados conjunto de numeros verbal

P basados en verifica una inecuacion

generalizaciones

espontaneas

Scliggéflggra Dificultad para

distintos niveles de identificar No reconocimiento de

articulacion contradiccionegn contradiccion entre
Fendmeno discursiva: relacion con el caracter | dos definiciones del
observado focalizacién de Ia hereditario de mismo objeto, siendo

atencion en los propiedadesiniversales | una de ellas dada

obietos V SUS (de un conjunto sobre ur « por tipicidad»,

JEtosy subconjuntd

descripciones

Cuadro |- Efectos de la definicion por tipicidad en diferentes dominios

matematicos
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4.7.2Fendmenos ligados alcancede las descripciones
basadas en observaciones

La descripcion de propiedades de objetos matematicos ha mostrado en muy diversas
oportunidades en este Estudio un fendbmeno ligadoeddaion entre la observacion de
objetos individuales y su descripcion. feEhomeno que deseamos analizar aqui es el

siguiente:

A menudo las descripciones realizadaen lenguaje naturalo simbdéliceson
adecuadas a los objetos individuales observados, pero no s@aranterizacion
de los mismos, en el sentido de cquteos objetos (individuales) caen dentro de
alcance de dicha descripcion

Como veremos aqui, este fendmeno se ha manifestado en el dominio algebraico
(descripcién de conjuntos numéricos), en el dominio geométrico (definicién verbal) y en

el dominio del andlisiédescripcion de una curva funcional).

Lo hemos observado gorimer lugar en la descripcibn de un objeto obtenida
mediante conversidn de registros; y esto, tanto cuando esta descripcion es
explicitamente solicitada por la actividad, como cuando es sdhcitaplicitamente o
no lo es ni explicita ni implicitamente (por ejemplo cuando un sujetizaeaha

conversién como medio parareconocimientalel objeto).

En segundo lugar lo hemos observado en el contexto dddacripcion-verbal o
simbdlica deun conjunto de objetos. Habra de notarse la importancia de este hecho en
la medida en qualcapacidad de adecuacién entre descripcion-verbal o simbdlica

a un conjunto de objetos concierne directamente a la capacidad de definicién.

Los diferentes ¢gdios en los que encontramos este fenbmeno son:

% No nos ocupamos aqui del caso en el que la descripeidsulta una caracterizacién por la razén

contraria, es decpor no llegar a describir a todos los objetos analizados. Cabe destacar sin embargo
que ambos errores son posibles a la Eszl caso de Brend&studio I),por ejemplo cuando afirma:

«ah noJusted tiene razoén, jes falso para los racionalespartir del contraejempid®,5, siendo el

conjunto de contraejemplos el interval,)

123



1 En el dominio deklgebra, lo observamos en el ejemplo de Brenda (Estudio |).
Mediante una-escritura simbolica (i x-X0 ) ella descrd be el
nameros analizados por ell2 £3,-4...) sin advertir que dicha escritura contiene
infinitos nimeros no entero&ncontramos que esto tiene un alto grado de
generalidad en lag generalizaciones espontaneasnel dominio del algebra,

sean éstas de origeamiotico, l6gico, o conceapdl (ver 1.3).

1 En el dominio delanalisis lo observamos en la tarea de descripcion de una
curva funcional (Estudio II). Alli se puso en evidencia que algunas
formulaciones de los emisores eran adecuadas para describir la figura original,
pero insuficiente para descartar otras imagenes adecuadas a la misma

descripcion verbal.

1 Finalmente, en el dominio de eometrig lo observamos en el ejemplo del
trapecio (Estudio IV). Mediante una formulaciénlenguaje naturalla maestra
produce una descripcion W&l (su definicion de trapecio, por tipicidad), que
contienecomo posibilidad la figura no convexa ofrecida por el alumno. Es de
destacar que la maestra acepta este ejem@plbost o r espondea a | a
la vez que lo rechaza en actopero no es unrapecio> porque su criterio de

aceptacion se basa en la figura tipica y no en la formulacién verbal.

En general este fenbmeno se inscribe dentro de los problemas de (falta de) articulacion
de diferentes registros semiotices, el sentidale tratarse delescripciones de objetos

en diferentes registros

Como hemos visto, en el ejemplo de Brenda y en el caso del trapecio se evidencia

asimismo una falta de control y dificultades para detectar contradiciones.

Hemos encontrado que, a diferencia de los contextos en los que estas descripciones
se realizan de manera espontanea, ciectogextos descriptivosjue requieren la
conversion de registros de representaciéca@rextos de comunicacidaen el sentido
de Brausseau) muestran su pertinencia didactiCancretamente.el dispositivo

presentado en el Estudioféivorece que los alumnos emtren contradiccion al advertir
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unadiferencia entre anticiapciongdo que observarlp que da lugar al avance de sus

capacilades de observacion y descripcion.

El siguiente cuadro muestra de manera sintética las manifestaciones principales de

este fendbmeno identificadas en nuestro Estudio Empirico:

Domini ; Analisis: Geometria:

Ati 9 ' Estudio sobre ¥
matematico de oS La leccion del
referencia del | Elcasode Brenda| descripciones de trapecio (Estudio IV)
estudio (Estudio 1) curvas funcionales

(Estudio 11)
Reconocimiento dg Reconocimiento del
alcance de las alcance de las .
. U Aceptacionde
- descripciones descripciones S
Actividad cualquier ejemplo de
basadas en (adecuadas) de 1
esperada . A una definicion de
generalizaciones iméagenes de curvas . o
] : objetos geométricos
espontaneas en funcionales que se
algebra tienen ante los ojos
. Algunos mensajes
La escriturdix<-10 | son adecuados parg No reconocimiento
contiene una describirpropiedadeg de que una definicié
infinidad de del grafico pero de trapecio dada
Fenémeno objetos ademas de insuficientes para | « por tipicidad»
observado los (tipicos) en los | descartar otras contiene ejemplos
CUQ'?SEG basola | imagenesque no prototipicos (el
definicion del tipo | correspondenala | ejemplo dado por el
misma desgpcion alumno)
verbal
Cuadro II- Fendmenos ligados alalcance de las descripciones basadas en

observaciones

Es importante notar que el fendmeno analizado en este paragrafo concerniente a la
descripcion de observaciones constitutivade los procesos de definicion de objetos
matematicos, en la medida en que una definicion matematica es un tipo particular de
descipcion que contiene en general lenguaje verbal y simbofostenemos quena
dimension importante en el estudio didactico de la definicion es la de la adecuacion
entre lagdescripcionesverbales o simbdlicas un objeto o aonjuntas de objetos y la

capacidad de control sobre dichas descripciones.
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4.7.3Problemas debidos a la (falta de) disponibilidad de
objetos matematicos

Como hemos visto, en los diferentes estudios presentados, la falta de disponibilidad de
objetos matematicos es a meo la fuente principal de imposibilidad de resolucion
satisfactoria de una tarea. Hemos encontrado dificultades para enepatngtos y
contraejemplos de enunciados algebraicos, para el reconocimiento de un objeto
(individual) como perteneciente a urase de objetos, y para la aceptacion de un objeto
(individual) como contraejemplo de un enunciado verbal. El siguiente cuadro muestra
de manera sintética las manifestaciones principales de este fendbmeno identificadas en

nuestro Estudio Empirico:

Propiedades
Dominio Aleb numericas. Geometria:
At ebra: - .
matematico 9 Estudio empirico La leccién del
de _ El caso de Brenda | sobre descripciones trapecio
referencia | (Estudio I) de propiedades _
del estudio numéricas (Estudio | (Estudio IV)
1)
Encontrarejemplos y , Aceptacion de
o . Concebir un :
Actividad contraejemplos de : ejemplos de una
: contraejemplo de un o i
esperada enunciados ) : definicion de objetos
: enunciado universal -
algebraicos geomeétricos
(Im)posibilidad de
Dificultad para aceptar un ej_em_p,lo
- como instanciacion
encontrar Dificultad para i
. . . de una formulacion
Fenémeno contraejemplos eal | concebira 0,5 como
. . verbal dada por
observado intervalo F1,0), namero L
. . , tipicidad» (
conjunto de objetos | perteneciente & .
. encapsulamiento de
«no familiares» .
registros de
representacion)
Cuadro Il - Problemas debidos a la (falta de) disponibilidad de objetos

matematicos
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4.8Conclusiones del Estudio Empirico

En matematica las definiciones obedecen al criteriocaigdiciones necesarias y
suficientes.Esto equivale al hecho de que las categod@asobjetos matematicos
funcionen como conjuntos o clases (en particular para la inclusidon y la interseccion).
Ellas hacen posible @llego de sustitucionesn los enunciadogjue es la clave de la

progresion del discurso matematico (Frege, 1974) Qégitulo 3)

Los procesos deategorizaciory dedefinicionde objetos matematicos requieren la
consideracion analitica de propiedades, y suponen la identificacion de rasgos
caracteristicos (y no solo prototipicos). Esta operaciomdeletificacion requiee la
articulacion de rasgos expresados en diferentes registros con propiedades de los objetos
gue son independientes de las representaciones.

Desde un punto de vista cognitivo, la entrada en la definicibn supone entonces la
capacidad de concebir los dlgie en su mas grande generalidad (lo que esté ligado a las
sustituciones d#po instanciaciéfpy desometerlos al criterio de condiciones necesarias
y suficientes.

Supone también un cierto dominio del juego de sustituciongpal&ratamientoy
de tipo conversidntanto para la operacién deconocimientacomo para la operacion

dedescripcionde objetos matematicos.

Ahora bien, los fendmenos identificados en este Estudio Empirico muestran un
desfasaje importante en relacibn con estos requerimiento$a d#efinicion en

matematica.

Estos fendmenos conciernen fundamentalmentéa alisponibilidad de las
distintas instanciasde un objeto yalos procesos discursivosle los alumnos.

Sintéticamente:

1 los procedimientos ligados al analisis eleunciadosgenerales(en lenguaje

simbdlico y/o naturalhan mostrado especialmente dificultades producto de la
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deébil disponibilidad(inmediata) por parte de los alumnos del dominio de objetos

a los cuales hace referencia un enadaigeneral

la observacion ya descipcion de rasgos de un objeto son realizados sobre
representaciones semi-ticas particul ares

a menudo poco representativos de todas las instanciasotigetm

las operaciones discursivas de descripcion son baesadeociaciones locales

en lenguaje natural

los procesos de categorizaciasociados responden en gran medida al modelo

decategorizaciomor prototipos

la estrecha vinculacion entre Igsocesos de categorizacion los procesos
descriptivosconduce a ge las definiciones de objetos matematiea®pten las
caracteristicas de lafiniciones naturalesnuy especialmente lakefiniciones

caracteristicas

las categorizacionesy descripcionesde objetos observados producidos por
medio de una «generalizacion espontangarecen favoreceen los procesos
discursivosuna focalizacionde la atencidon erl punto de vista de losbjetos

(DE RE) y erel primer nivel de articulacién discursiva

estascaracteristicas de facalizacionde la atencién resultaun obstaculo a la
entrada en procesos de validacion y de control, en particular de control de las

descripciones de propiedades

las descripciones de propiedades de objetos matemati@scritura snbolica

y/o lenguaje naturatlenotana menudo un conjunto que supera el conjunto de
objetos individuales a los que los alumnos intentan describir, pero los alumnos
tratan estas escrituras como si fuetaracterizacioneslel conjunto de objetos

observados
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1 las caracteristicas de todos estos procesos se asocian a menudo a una dificultad
para encontrar contradicciones elementales, especialmente algunas relativas a la

inclusion de clases

Por todas estas razones, el Estudio en su totalidad muestra la nedesgéestiar una
ruptura con las definiciones naturales, en particular cdeflaicion tipica a fin de que
los procesos de definicidbn se adecuen a los modos de definicion pertinentes desde el

punto de vista matematico.

Los siguientes aspectos generalesdsstacan por su importancia. Se trata de la
necesidad de:

1 hacer superar el estadio» de las «generalizaciones espontaneas » que consiste
en condensar los objetos por medio de asociaciones locales y parciales para

pasar a unalentificacion decategoras semanticas

71 favorecer undgamiliarizacion con objetosndividuales representativos de las

instanciagposiblesde un objeto matematico

1 favorecer unaadaptaciona diferentes instanciagarticulares del objeto, en

diferentes registros semioticos de representacion

7 favorecer el acceso a los diferentes niveleartieulacion discursivaen lengua

natural

7 favorecer la adecuacion entre las descripciones simbdlicas y en lenguaje natural
que ralizan los alumnos y los objetos que intentan describir (caracterizar).
Dicho de otra manera, favorecda capacidad de articulacion entre la
comprensiony la extensionde las descripcionessimbdlicas que realizan
capacidad directamente ligada a la pdisiad de definir adecuadamente clases

de objetos mediante propiedades.

Desde el enfoque semiotico adoptado, esto nos condujo a la necesidad de realizar
distintos analisis semidtice Buscamosdentificar la complejidad cognoscitiva de las

tareas ligadas la representacidry a lastransformaciones semiéticasqueridas por las
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operaciones que comprometen fpwecesos de definicidiBuscamos también establecer
criterios que sirvan como instrumento de analisis y de disefio de tareas que pongan en

juego tales peraciones.

Estosanalisis conform@ael Estudio que presentamos en el proximo capitulo.
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5 Analisis Semioéticos

En este capitulo presentamos distintosinalisis semiéticyy mediante los cuales
identificamosactividades cognitivagtrinsecamente ligadas a la semiosis que derivan
de la hipédtesis formulada y fundamentada en los capitulos anterodesque las
representaciones semiéticgssustransformacionesumplen un papel esencial &%
procesos de definiciotde objetos mateaticos.Establecemos criterios para el disefio de

tareas matematicagie aborden la complejidad de dichos procesos.

Para ello, estudiamos la complejidad de las operacionesobdervacion
reconocimientpdescripciény definicion de objetos matematicoteniendo en cuenta
que la naturaleza de Igsocesodde definiciones diferente segun que las definiciones
seano no expresadas explicitamente. Mas precisamestes @analisis(ver 5.2y 5.3

se realiza teniendo en cuenta la exigencia cognitiva que demanda:

1 la observacion de objetos matemmas individuales representados en registros
semidticos particulares, su reconocimiento y descripcion en términos de

conversiones a otros registros;
1 lacomprension y operatividad de una definicidbn enunciada explicitamente;

71 la articulacidon de estas opemwes cuando los objetos son presentados a la vez

mediante ejemplos y mediante definiciones formuladas explicitamente

Realizamos también un analisis de los regisiyoéfico y de las escrituras

algebraicasy de la complejidad cognitiva de su articulacféer5.5y 5.6).

A continuaciénpresentamos y fundamentamos los principios generales de analisis
elegidos a fin de lograr nuestro propdésito, y los criterios de clasificdeidos signos

seleccionadopara comprendelas actividades cognitivazbjeto de estudio.
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5.1Principios y Criterios generales

5.1.1Principios generales de analisis

El andlisis semidtico esta basado earticulacionde dosprincipios generales

P1. Es necesario tener en cuemlda caracterigtas de las representaciones y de los

sistemas de representacgmsi mismos.

P2. Es necesario tener en cuetda caracteristicas de las representaciones y de los
sistemasde representacion que permiteamprender y favorecezl funcionamiento

cognitivorequerido por loprocesos de definiciétle objetos matematicos.

El significado de esta articulacion es el siguiemer razones metodoldgicas,
nuestros andlisis buscan identificar cuando y como el funcionamiento cognitivo requiere
movilizar uno o variosistemas semiéticos. Esto supone identificar las caracteristicas de
los diferentes sistemas, sus alcances y limites. Sin embargo, no estudiamos estos
sistemas en su totalidad, sino en tanto y en cuanto nos permiten comprender y favorecer

el funcionamienta@ognitivo ligado a loprocesos de definicion.

5.1.2Criterios de clasificacion de los signos

Entre losdiferentescriterios de clasificacionde los signos (ver capitulo 3) hemos

elegido especialmente:
1. los centrados en la manera de designar los objetos

2. los certrados en <« é 3us posibilidades [de los signos] de ser
transformados en otras representaciones semigticas» (Duval, 2006a)

Las razones de la eleccion surgen de los conceptos presentadwlizados en el
capitulo 3, especialmente las nocioneseiatidode una expresiog contenidode una
representacioisemioéticadebidas a Frege y a Duval respectivamentda nocion de

transformacion semiobtica
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El primer criterio resulta relevante en la medaequegracias da diversidad de formas
de designar loshpetos, es posible expresar y observardiégsrentespropiedades de un
objeto -mediante expresiones con diferesntidoo representaciones semibticas con

contenid® diferentes.

El segundo criterio elegido se ubica en continuidad con esta idea. Coh@ se
presentado y analizadquer capitulo 3 esgraciasa las« posibilidades de los signos de
ser transformados en otras representaciones semidiisagpindo criterio que las
transformaciones semioticason posibles(Duval, 2006 a). Habida cuenta de glas
diferentes representaciones expresan diferente conocimiento, en esta posibilidad de los
signos de ser transformados unos en otros reside la posibilidad de establecimiento de
relacionesentre las derentes propiedades del objeto, o que hace posiéfgificarlo

(como invariante de todas sus representacjones

El segundo criterio es pertinente tambiény muy especialmente para el
tratamiento semioticale enunciados mixtos (lenguaje natural y simbélico). Gracias a
que las transformaciones semidsicgonposibles los enunciados pueden modificarse
mostrando continuidad y novedad a la vez. Como analizambs3.eesto hace posible

la comprensidly la utilizacion de una definicién explicitamente formulada.

Por estas razones, estos criterios resultan relevantesxpdotar la potecia de los
sistemas semibticos denanera sistematicgpara poner en funcionamienttas

operaciones comprometidas en poscesos de definicidén

Los andlisis que siguen a continigec han sido desarrollados segun estos

Principios y Criterios gnerales.

5.2 Analisis semiodtico de tareas matematicas

Este Andlisis de Taredsusca en primer lugadentificartareasmatematicaselevantes
para elfuncionamiento cognitivanvolucrado en las operaciones dEconocimiento,
observacién, descripciory definicidn de objetos mateméticosDe esta manera, se
espera identificafactores de variacion pertings para una organizacion sistematica de

la enseflanza que ponga en juego dichas operaciones.
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A fin de comprender este propdsito, es importantpramer lugar diferenciaarea
matematicade tarea cognitivaen la medida en que la complejidad cognoszitle una
tarea no vasiempreen el mismo sentido que su complejidad matematica. Una tarea
puede ser muy compleja desde el punto de vista matematico y demandar poco desde el
punto de vista cognitivo a la vez que algunas tareas matematicas sumamente

elementées pueden requerir un esfuerzo cognitivo considerable (Duval, 1996).

La perspectiva semiotico/cognitivadoptadase traduce-en relaciébn con este
propésite enprimer lugaren la necesidad dgie lastareas matematicagromuevana
capacidad denaarticulacion espontanede registroen relacion con lasperaciones
cognitivasobjeto de estudioy la flexibilidad para pasar de un andlisis en términos de
contenidode una representacion a un analisis en términasbjiorepresentado.

Ambas capaci@des sorcaracteristicas del desempefio experto. Efectivamente, el

matematico:

71 utiliza espontaneamente ldsansformaciones semibticapara reconocery

describirlos objetos, expresando de esta manera sus diferentes propiedades;

1 dispone de la capacidad para pdsaalmentede un analisis en términos de
contenido de una representacion a un analisis en términos otgto
representado; esta flexibilidad es un instrumento que utiliza para planificar su
accion, como recurso de econiamcomo elemento de control, etc. (Panizza &
Drouhard, 2003).

Por razones metodolégicdger capitulo 3)esta perspectiva semid/cognitiva nos
condujo enprimer lugar a analizar las tareas teniendo en cuenta especialmente lo
relacionado con:

1 el accesa los objetos matematicos

1 las diferentedransformaciones semioticasqueridagpor lasoperacionesie
reconocimiento, observacion, descripcidefinicibndeobjetos matematicos)
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5.2.1El acceso a los objetos matematicos

El acceso a los objetos mateméticos se realiza a trawéstaleciacioneslel enunciado
(que define el objeto) representadas en registros semioticos particulares, que o bien

puede concebir el sujeto por si mismbiensondadagor la ensefanza.

Las operaciones de observacion, de identificacion de rasgos caracteristicos y de
descripcion de estos rasgos se hacen entonces sobre estas representaciones semioticas
particulares, lo que conduce a distinguir tres ejes de variacidas posibilidades de

experencia con las instancias posibles de un objeto

1 1) el de losdatos
1 ii) el de lasinstanciacionegosibles del enunciado

T iii) el de lasrepresentacionegn diferentes registros semioticos) dedasose
instanciacionegosibles

Entonces, paraafforece un acceso a los objetos matematicos individuales, de
manera que sus caracteristicas sean lo mas representativas posible de los objetos
matematicos de referenciaabra en primer lugar que tener @enta estos tres ejes de

variacionen el analisis y elidefio de tareas.

5.2.2Las diferentesransformaciones semioticas
requeridas

La diversidad detransformaciones semidticagequeridas por las operaciones de
reconocimiento, observacion, descripcidefinicibnde objetos matematicassobjeto

de indagacion en tods capitulo.

La ensefianza toma en cuenta muy a menudo los aprendizajes de las reglas de
transformacion semiéticde tipotratamiento Muy especialmente, laeansformaciones
de tipo célculo en un sistema numérico y las reglagbraicas que conservan la

denotaciory que por ende permiten resolver ecuaciones.

Las transformaciones de tipmnversiontambién son objeto de ensefianza, pero

fundamentalmente lapocasque se realizan mediante la aplicacion rdglas Un
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ejemplo dela ensefianza elemental es el del pasaje de escritura fraccionaria de un
namero a escritura decimal, y viceversa; un ejemplo de la ensefianza superior es el del
pasaje de la descripcion de una recta por medio de una ecuacion implicita a una

descripcion por mdio de una ecuacion paramétrica, y viceversa.

Ahora bien, en su mayoria, las transformaciones de d¢guo/ersibnno son
gobernadas por reglas sino que demandan la identificacién de unidades significantes en
el registro de partida gn el registro dellegada (Duval, 1995, 2007)o que noes
evidente ni espontane®or ese motivo, un gran problema didactico es el de encontrar
condiciones para que los alumnos logren haceversionegspontaneamente segun las
necesidades de una tarea, capacidad quecteaiza los procesos del experto en la
resolucién de problemas. En diversos puntos de su obra, Duval analiza la complejidad
cognoscitiva y didactica de estas operaci@¢h688, 19931995, 20022007).

Una conclusion que deriva de este analisis es tjuga@ de transformacion
(tratamientdconversiof es unavariable didactica de lagareas que requieren
transformaciones semiéticasn particular las que ponen en juego las operaciones de

reconocimiento, observacién, descripcipdefinicionde objetosmatematicos.

Otro aspecto de interés ligado a la posibilidad de realizrsformaciones
semibticases el de la identificacion denidades significantePuval (1995)establece
un criterio general para abordar este problema

(é) La di s cr i unidades csignificanted en uh aegistro de representacion

constituye, pues, un problema analogo al de la investigacion de los diferentes factores de
variacion que intervienen en el analisis de un conjunto de factores que, en la ocurrencia de
un fendbmeno, itervienen simultaneamente y no pueden ser aprehendidos aisladamente:
para disociarlos es necesario recurrir al

a la vez, mientras que los demas permanscem cambi 00

En continuidad con esteitario general, en este primer analisis semiotigsarrollamos
otros criterios para el disefio de tareas matematicas, de manera de favorecer que el
sujeto puedapor si mismoobservar variaciones, ensayar estrategias de control y

establecer conclusiones. Es por gse en términos generales hemos trabajado con la
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idea de promover las funciones metadiscuréivels objetivaciony tratamiento por

parte de los alumnos

Los diversos criterios para el disefio de tareas que presentasonsraacionasi
como los establedos para la comprension y utilizacion de unardefin matematica
(ver 5.3) han sido establecidos teniendo en cuenta las particularidades analizadas aqui

sobre el acceso a los objetos matematicsxsbyelas transformaciones semioticas

5.2.3El reconocimientale objets «individuales» y de
relaciones antes y después de una transformacion
semiotica

El criterio establecido aqui por nosotros esta destinado a favorecer la experiencia de

reconocimientale objetos individuales cuandzstosson sometidos pasajes de un tipo

de representacion a otra realizados mediamiz transformacion semioticaHemos

tomado como punto de partidas capacidades basicas establecida®pwal (2006 a)

necesarias para econocimientale objetos

1 El reconocimiento identificante de un mismoobjeto representado en dos
sistemas diferentes. Por ejempl®,45» y «¥», dos escrituras del mismo

namero en los sistemas decimal y fraccionario

1 El reconocimiento discriminante necesario para distinguir dos objetos en el

mismo sistema, cuando pueden rgu@r los mismos. Por ejemplo

40 Duval denomina funciones discursivas a las funciones que cumplen las lenga2. f¥grfunciones
metadiscursivas a las funciones que cumplen todos los registros semidticos (ellas pueden ser: de
objetivacion, tratamiento, y comunicacion)
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Otro ejemplo es el siguiente. Los alumnos tienden espontaneamente a interpretar estas

curvas como parabolas, cuando una de ellas no lo es:

El criterio que establecimos para el disefio de tareas que favorezcan la actividad de
exploracién y reconocimiento, es el ieorporar estas capacidades en el contexto de
todas las transformaciones semidticaque, conservando el objetdenotado o
represétadg cambian elsentidode la expresién que lo designeoiitenidode la
representacion semiotica).Segun nuestro analisis, esto permitiria explotar

exhaustivamente las capacidades de discriminacién e identificacion presentadas por

Duval.

Bajo ese critao, identificamos especialmente las tareas que ponen en juego:

1 el reconocimiento identificante de un mismo objeto representado des

manerasdiferentes en ehismo sistema(a través de utratamientq.

1 elreconocimiento identificantey el reconocimientodiscriminante necesarios
para la comprension de lo que se conserva y de lo gue no se conservdasntre «
imagenes> de dos representaciones obtenidas medianteatamientoen un

registro, por conversion a otro registro.
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5.2.3.1 Algunos ejemplos de interée cada tipo identificado

5.2.3.1.1Ejemplo del primer tipo

Un ejemplo de este tipo bien conocido es el de un objeto dend&adbferentes
maneras, es decir expresado cambios desentido,mediantetratamientosdentrodel

sistema de lagscrituras algebraicasLa expresion ultima obtenida, por ser la mas
condensada, crea la ilusidbn de que es la Unica expresion que denota el objeto (es decir,
deque s ehalladod )ha i

X+2=2x+4
3X-2x=417 2
X=2

5.2.3.1.2 Ejemplos del segundo tipo

Para ilustrar este tipo de actividad, veremos dos ejemplos que si bien son analogos en
tanto tareanatematicaponen en juego diferentes actividades cognitwpsrmiten en

consecuencia identificamariables didactica
Primer ejemplo
Cuandose resuelve un sistema de dos ecuaciones lineales, a menudo se hace una

representacion gréafica (dos rectas) del sistema:
(3.4)

W w p
W CW ¢

Al hacer eltratamientoalgebraico del sistema para obtener la solucién, en geseral
observa queos alumnos creenug las dos rectas correspondientggenidaspor
conversiéndeberian serlas mismas que las dadas inicialmentesto parece indicar
que para ellos, mediante umatamiento algebraico se conserva no solamente la
soluciondel sistema sino también, laaiaciones(ya que sus representaciomgaficas,

segun ellos, deberian conservarse)
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Este ejemplo es interesante en términos semidticos para hacer obseprestrgue
«las imégenes de las dos representaciones obtenidas medianteataimiento
algebraico- por conversion ategistro grafice se conservda denotaciénpero no el

contenidglo que se expresa claramente paitedplazamientde las rectas:

(3.4)

e &
Q -

Segundo ejemplo

Un ejemplo mas interesanéginse da en esiguiente caso en el que las ecuaciones no
son ambas dgrado 1, y la diferencia dmntenidode la representacion gréafidaspués

del tratamiento algebraico se manifiestao s6lo por el cambio de lasurvas que
denotan el objeto, sino también por el cadeltipo de curva

w
p
w
W
w p

Esto muestra que ldgpos de curvaque describen las ecuaciones del sistema son una
variable didacticden relacion con lasapacidades deeconocimiento identificantey

de reconocimiento discriminante enunciadas por Duvalno sélo eltratamiento
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algebraico y las respectivasnversioneslel sistema antes y después tlatamiento
requieren diferentes estrategias; los recursos a utilizar para reconacesriancia
referencial en los dos registros de representacion gaetbio decontenido(o sentidq
en el registro algebraico) son diferentes segun el tipo de curvaseguogben las

ecuaciones del sistema.

En este capitulo, en los apartadoS y 5.6, analizamos particularidades ti&s
registros grafico y de las e<rituras algebraicas.En el capitulo 6 analizamos la
complejidad cognoscitiva de las tareas matematicas que demamgidicita o
explicitamenteconversiones graficalgebraicas (en sentido directo e inverdas
particularidades encontradgsrmiten profundizar el analisis realizado aqui en relacion

con las distintas capacidadesrdeonocimiento

Entendemos que este criterio (@® de reconocimientode objetos y de relaciones
antes y después de una transformacion semiotica) debe satocpaseriormente con
el deltipo de registros(discursivos y no discursivos) puestos en juego enraersion
(ver5.2.7).

5.2.4L0s diferentes tipode conversiorsolicitadas por
una tarea matematica

Hemosdistinguido diferentes tipos deonversion
1 Las explicitamente solicitadas por una tarea
1 Las implicitamente solicitadas por una tarea
1 Las no solicitadas por una tarea (ni explicita ni implicitamente)

Como veremos a continuacion en la explicacion de cada caso, el caracter (explicito,
implicito, ni explicto ni implicito) de solicitudle laconversiorconstituye unaariable
cognitiva. En cada uno de los casos identificamos otras variables cognitivas, algunas de

las cuales somariables didacticas.
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5.2.4.1 Lasconvesionesexplicitamente solicitadas por una tarea

Las conversionesxplicitamente solicitadaspor una tarea sobien conocidas. Seata

de las «actividades deconversion» (mal llamadas a veces agtividades de
traduccion»™) en las que se pide explicitamente realizartramasformacion semidtica
determinada (por ejemplo convertir una expresion numeérica decimal en fraccionaria,
expresar en forma paramétrica una recta dada implicitamente por medio de ecuaciones,

representar graficamente una recta, etc.).

Este caracter explicito de solicitud de unaonversidnhace que la tarea sea
relativamente mas sencilla que los otros modos quenglisnos. Tal vez por ese
motivo no se ponen en evidencia algunos problemas cognoscitivos sumamente

importantes en relacion conrelconocimientale objetos.

Por ejemplo, ante una tarea que pideld ecuacion paramétrica de una recta dada
implicitamente, y representaalgunos alumnos hacen correctamentecdaversion

algebraica y luego realizatosgraficos (juno para cada ecuacion!).

Se podr8 argumentar que | o hacen nApara e
refleja una debilidad imgrtante de naturaleza conceptudis precisamentgone en
evidencia que no se alcanza a comprender qué significa que un mismqralojetoo,

recta, u otro) sea representado de diferentes maneras.

5.2.4.2 Lasconversionesmplicitamente solicitadas por una
tarea

Las conversionesmplicitamente solicitadas por una tarea son las que resultan
necesarias por imposibilidad o dificultad watamientoen el registro de partida, pero

gue no son solicitadas como parte de la tarea. A menudo tienen un grado de libertad
mayor que lagxplicitamentesolicitadas, en el sentido de que no esta determinado de

antemano etegistro de llegadde laconversion sino que éstalebe ser elegidgor el

41 En el capitul® hemos explicado el andlisis de Duval (2007) de las diferencias entre las operaciones
de ficonversi-no, de fAcodificaci -no y de Atraducci -
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sujeto. Este mayor grado de libertad supone mayor rigueza de pensamiento y mayor

conocimiento.

Como veremos a través de los distintos tipos de actividad que hemos identificado
dentro de esta categarésa complejidadyede expresarse de maneras muy diferentes y
suele requeriestrategias diferentes (de naturaleza conceptual y semiética) segun sea el

caso.

Las actividades queemos identificado son numerosas, y las presentamos a

continuacion.

5.24.2.1 La modelizacién deroblemas verbales

La modelizacién de problemagerbaleses encarada pobuval (1995)como una

conversiérde representaciones

El planteo en ecuacion de los datos de un problema esnigersionde diferentes
expresiones linguisticas de relaciones ensadspresiones de esas relaciones en el registro

de una escritura simbolica

Esta perspectivariginal de la actividad de modelizaci®os permitié identificar
algunasvariables didacticasde naturaleza linguistica, junto con otras de naturaleza

matematica

1 eltipo de modeldcualitativo, no cualitativo, numérico, analitico, etc.) pertinente

para el problema; & la vez, en cada uno de estos casos

1 eltipo de relacidbn mateméticque puede expresar las relaciones del problema.
Por ejemplo, los modelos analdtis pueden ser de tipo lineal, cuadrético,

exponencial, etc.

Estas variables ponen en juego diferentes tipos de estrategias:

1 en primer lugar, estrategias ligadas al conocimiento de propiedades matematicas,
algunas de ellagndependientesde las represertmnes (por ejemplo la

naturaleza de las variablesualitativas, no cualitativa® el caractef numérico

o analitice del modelo);
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1 ahora bien, una vez elegido el tipo de modelo, e identificado el tipo de relacion
matematica pertinente, &xpresionde eas relaciones suporgecontinuacion la
eleccion de unsistema semidticale representacion. En este punto de la
formulacion, el proceso de modelizacion adquiere las caracteristicas de una
conversionde representacionesomo elplanteo en ecuacion identiéido por

Duval.

5.24.2.2 El reconocimientale objetos matematicos

El reconocimientode un objeto matemético se realiza a menudo mediante una
conversion aspecto que no es evidente en absoluto, creemos que por el alto grado de
automatizacion con el que un matenttrealizaconversionesl analizar un objeto

Dicho de otra manera, @kconocimientose realiza o requiere (implicitamente) un

tratamiento semioticde tipoconversion
Por ejemplo, al ver una ecuacion del e y* = 1:

1 el reconocimiento expresadp o r el enunee taathode unar b al
circunferencia deradid 0 s u p conversiarahl@nguaje naturgly

71 el reconocimiento expresado por la representacion de un circulo de radio 1

supone unaonversioral registro gréafico

De la misma manera qumn la interpretacion de la modelizacion de problemas
verbales analizado en el punto anterioR2(4.2.) d interés de este andlisis esde
aporéar a lacomprension de los problemas deconocimiento de objetos toddss
resultados de la teoria de Duval relativos attaasformaciones semioticade tipo
conversién Mas aun, emomplementariedad con otros enfoques mas orientados a tratar
estos prolemascomo de naturaleza conceptugdte enfoque puede ayudar a identificar
el origen semiédtico de algunos problemas conceptualesu tesisMeana presenta un
andlisis de libros de texto a partir del cual formula diversas hip6tesis sobre las posibles
concepciones errdneas de nociones matematicas que podrian originarse en problemas

semidticos (Meana, 2003)
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5.24.2.3 La comprension y utilizacion de una definicion

El tratamiento semidticale unadefinicion (formulada explicitamente mediante un
enunciadokgs otroejemplo:segun nuestro analisis, la comprension y la utilizacion de la
misma demandamplicitamenteun conjunto diverso deonversionesemioticas Esto

esdesarrollado ampliamente &18.1

5.2.4.2.4  Resolucion de un problema planteado en el registro grafico

Este es un problema reconocido en el @mbito educativo. Encontrar analiticamente las
soluciones (numéricas) de un problema planteado en el registro gréfico, requiere
implicitamentgpasar al registro de las escrituras algebraicas. Se trata de un tipade tare
gue es especialmente interesante, en tanto recoespentdneamentda necesidad de

una conversion-si no obedece a razones de contrato didacsopone conocer los
limites del registro graficoy los alcances del registro descrituras algebraicas
(Drouhard & Panizza, 2012).

5.2.4.3 Lasconversioneso solicitadas por una tarea (ni
explicita ni implicitamente)
Las conversiones no solicitadas (ni explicita ni implicitamente) por una tarea suponen

una eleccion consciente y espontanea en funcion de la tarea.

Entre ellas, se encuentran especialmenteclmstroles y las observaciones de
variaciones sistematicapor conversion Estas son capacidades que se desarrollan con
el tiempo y mediante actividades goreiestren la insuficiencia de un solo registro en
muchas tagas y la potencia de lanversionesa otro registro como elementde
control (Drouhard & Panizza, 2001).

5.2.4.4 Conclusiones

Las actividades dichasde conversion, que solicitan explicitamente la articulacién de

dos registros, son fundamentales para la didactica, y reconocidas en el ambito escolar.
Se trata del desarrollo de la capacidad de identificar categorias semanticas en un par de
registros determinados dmtemano por la tarea solicitada. Esta capacidad no es de

ninguna manera espontanea y requiere una ensefanza especifica.
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Ahora bien, estas actividades donde explicitamente se pideamvarsionno
cubren el espectro de posibilidades de interés deguent de vista cognitivo, y muy
especialmente en lo que concierneretonocimientoy descripcionde objetos. Las
conversionesmplicitamentesolicitadas por una tarea o las que no son solicitadas ni
implicita ni explicitamenterequieren poner en juego egegias de funcionamiento
cognitivo superiores, en la medida en qu®mo analizamos anteriormenten el
primer caso suponen keccidonde un registro pertinente para hacer ooaversiony
en el segundo suponen que se t@gscubiertoque laconversiorentre registros esn

instrumentgpara resolver cierto tipo de tareas.

Por todas estas cuestioned, caracter (explicito, implicito, ni explicito ni
implicito) de demanda de una&onversibnen una tarea constituye unaariable

cognitiva (y didactica si se consideran solamente los dos primeros valores)

Su consideracion sistematica contribuye al desarrollo de las capacidades de
observacién reconocimientoy descripcién de objetos mateméticos, asi como al
desarrolloi de manera transversal a los contesidle una capacidad fundamental del
pensamiento matematico: la de concebgpontaneamente&onversionespara el

reconocimientale objetos y como elemento clentrol.

Este criterio (detipo de conversion debea ser cruzado posteriormente con el del
tipo de registros (discursivos y no discursivos) puestos en juego eotaersién(ver
5.2.7).

5.2.5Dos dimensiones de fagnificacionde una
expreson: elcontenidoy la operatividad

Estudiar la complejidad de las operacionesddscripciony de definicion de objetos
matematicos conduce inevitablemente a analizar las expresiones (simbdlicas o en

lenguaje natural) desde un punto de vé&iaantico

En este contexto, distinguimos especialmente dos dimensionessigmifecacion

de una expresion:
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1 elcontenidode la expresion (lo que la expresion explicita); y
1 suoperatividad (lo que la expresion permite hacer).

La primera de estas dimensiorigsengeneral el contenido de todepresentacion
semibtica remite directamente a las posibilidadesgpresiérdel sistema semidtico en
el cual se realiza la representacion, y en el caso particular dexpnesion a las
posibilidades de la lengua (naturaimbalica) en la que se la formula. Como ya hemos
explicado y desarrollado en el capitulo 3, cada sistema semiético tiene particularidades
por las cuales puede expresa@rtoscontenidos y no otros, aspecto en el que reside su

debilidad y su fuerza.

Por otra parte, si una formula puede expresar de marmrdensadaodas las
caracteristicas de un objeto, es evidente que esa capacidad expresiva no es suficiente
para que un sujeto se apropie de todas las caracteristicas del objeto.

Todas estas particuldades hacen necesario realitansformaciones semioticas

fin de poder apreciar diferentesntenidogpropiedades de un objeto).

La segunda dimensidn, ¢geratividad de una expresionglque ella permite hacer,
remite al segundde loscriterios de clasificacion de los signos elegidos mas arriba (ver

5.1.2, segun el cual interesan

«( € 3us posibilidades [de los signos] de ser transfdomaen otras

representaciones semiéticas»

En relacién con este puntomo ya hemos destacadada sistema semiético tiene
sus propias posibilidades ttatamientq lo que junto con las posibilidades egresion
determina las posibilidades de signifigede operardentrodel marco de ese sistenfa
fin de poder dominar laperatividadde las expresiones, se hace necesario conocer las
posibilidades de los signos de ser transformados y de ser capaz de stiéimdtiacion
de la tarea

Para un trabajoen el dominio del &lgebra, por ejemplo, a fin de trabajar
adecuadamentes necesario adquirir conocimiento sobre las capacidades expresivas y

de transformacion de l&scrituras algebraicasSin embargo, esto no es suficiente. Se
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requiere desarrollar unaapacidad de andlisis de las expresiones segun las dos
dimensiones identificadas adigl contenidoy la operatividad, y una capacidad para
pasar de una dimensionla otra en funcion de los requerimientos del calculo o el

razonamiento de que se trate.
Analizaremos esta idea por la via negativa, a través de un ejemplo.

La férmulaa®-b*=(a-b) (a+b) contiene dos expresiones gdenotanun mismo

objeto, a la vez que:

T la primerafia®b°0 explicita la diferencia de dos cuadrados; y
T I a s e (uby(d-ab) @xplicita el producto de una diferencia por una suma

(en términos fregeanos, ambas expresiones tienen la nadsn@aciony sentidos

diferentes)

La formula permite lasustitucionde cada expresion por la otra, de manera
simétrica.Sin embargplos alumnos no dominan siempressgnificacionen el sentido
de laoperatividadporque a menudo sustituyefa- b) (a+ b) pora®- b? cuando es la
primera expresion la que sedgeratoriapara la tarea (por ejemplo para resolver la
inecuaciore? - b > 0); o inversamenta’ - b? por @ - b) (a + b) cuando es la primera la

gue seriaperatoria etc. (Panizza & Drouhard, 2003).

Entendemos que si desde el punto de vista sintactico la operacion de sustitucion es
simétrica (en virtud del significado del signc=« para las expresiones algebraicas)
desde el punto de vista cognitivo, no ltaypmutatividadde laoperacion de sustituimn
(tal vez en virtud de la imposicion del signe = utilizado en aritmética elemental en

un sentido Unico).

Esta dimensién de laperatividad muestra entonces quaunque los alumnos
puedan concebir dos expresiones diferentes ganatar un mismo obj® (y hasta
captar el sentido de cada expresion)pueden no ser capaces de realizar las

transformaciones semiéticae tipotratamientoque permiten laubstituciorde una por
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la otra y que caracterizan lagpevaciones discursivas de tipmlculo y de tipo

razonamiento en el dominio del &lgebra.

Se trata de algo a desarrollar a través de estas dos dimensionesgdédi¢acion
de una expresionel contenidoy la operatividad y para ambas capacidades interesa
especialmente la propuesta de tareas comdas formas de representacion de cada

objeto.

En el punto 5.3endremosn cuenta este criterite distinguir ambas dimensiones
al analizar lagransformaciones semioticdgjadas a la comprension y utilizacion de
una definicion formulada explicitamenten tanto una tal formulacion se realiza

mediante unaxpresiéncompuestagn lenguaje mixtenatural y simbalice).

5.2.6Los diferentes tipos de sustitucion de una expresion

Vamos a distinguir:

1 las sustituciones de tigoatamiento
1 las sustituciones de tipmnversion
7 las sustituciones de tipostanciacion

En el capitulo 3 hemos explicado que tedatituciénconsiste en el reemplazo de
una expresiénpor otra en un contexto dado. Analizamos los aportes de Frege y de
Duval a la compensién del progreso discursivo en mateméatica en términos de la
sustitucién de unasxpresionegpor otras comliferente sentide invariancia referencial.
Presentamos también el analisis de Duval acerca de la potencia de los signos
pertenecientes a un s@gta semidticaen términos desu capacidad de sustitucion de
unos por otros, andlisis que el mismo autor reconoce como posible gracias a desarrollos

posteriores a Frege.

Ahora bien, nos parece conveniente extender esta nocion perteneciente a la l6gica y
relativa a expresiones linguisticas, al contexto mas amplio de las sustituciones de una
representacion en un registro semiotico cualquiera por otra representacion del mismo

objeto diferente contenideinvariancia referencigl
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Desde esa perspectiva, ahsiderar los razonamientos ligados fundamentalmente a
la utilizacion de un lenguaje (Duval, 1995) nuestro analisis nos condujo a sefialar la
importancia de distinguir los diferentefpos de sustitucibncomo mecanismos
totalmente diferentes del razonamamatematico, y observar que segun la tarea (de
calculo, de validacion, de explicacion, de descripcion, etc.) se ha de privilegiar uno u

otro.

Un ejemplo de ello es el de la sustitucion de una expresion simbolica por otra
equivalenteanalizado en el paafo anterior $.2.5. Se trata de unsustitucionde tipo

tratamientoen el dominio de lasscrituras algebraicas

Las sustitucionesde tipo conversionson requeridas para expresar propiedades
diferentes de un objeto o bien para realizaiamientosen el registro de llegada cuando

el registrode partida resulta inconveniente

Finalmente, lasustitucionegle tipoinstanciacion.La exhibicion de un ejemplo de
un enunciado existencial o de un contraejemplo de un enunciado universal son ejemplos
de este tipo. Habrd de notarse que en ambos casos, esustitacionde tipo
instanciacionla que permite hacer avanzar el razonamientolaemedida en que

permite determinael valor de verdad del enunciado.

Lo que habra que retenatesde el punto de vista didactiees la importancia de
desarrollar la capacidad de:

{1 identificar la pertinencia de un tigmarticular de sustituciénen furcion de la

tarea; y

1 realizar adecuadamente dichas sustituciones (lo que supone el dominio de las
reglas detratamiento de cada registro, capacidad de identificar unidades
significantes para lasonversioney un amplio espectro debjetos familiares

para hsinstanciaciones

En la medida en que estas sustituciones requieren estrategias diferdigesjes|
sustitucion es unavariable cognitiva. Es unavariable didactica de las tareas que

explicitao implicitamenteequieren sustituciones (Ver2.4).
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En el punto5.3.1 tendremos nuevamenten cuenta estos distintos tipos de
sustitucion para el analisis semiotico ligado a la comprensidnutilizacion de una

definicion formulada explicitamente.

5.2.7Los diferentes tipos de registros puestos en juego en
las conversionegdiscursivosy no discurs/os)

Como hemos discuto en el capitulo 3, uno de lagalisis semidticode Duval,-el de

fla manera en que las unidades de sentido, constitutivas de las representaciones
semi -ticas, s e o-rlg dena a distingue last nepresergdcibnass 0
discursivagproducidas por los lenguajes, de las representaciandsscursivagDuval,

2007). La pertinencia didactica de esta distincion ha sido presentada en toda su obra
especialmente en relacion con la operaciémedenocimientode expresionesen una

escritura formal y déormas en una figura genétrica(Duval, 1995, 2006b).

En este apartado abordamos esta distinddiscursivéno discursivd como
elemento de andlisis de la complejidad y los limites decangersioncuando ésta es

utilizada comamedio para la operacién deconocimiento

Vamos a desaotlar esta idea a partir de wgemplo, relativo al andlisis del
contenidode una expresion algebraféaa partir de suconversiéna un registrono
discursivo La férmula a®- b?=(a- b) (a+b)** es dificil de comprender por los
alumnos. Para abordar este problema complejo, a menudo se realzansionesl
registro de las figuras, con fines expositivos. El valor ilustrativo del dibujo consiste en

principio en hacer visualmente explicita laagébn establecida por la formula.

Estaconversionentre urregistro discursivoy unono discursivd que se usa como
medio de ilustracion presenta dos dificultades que interpretamos a continuacién. La

primera dificultad se explica en términos de la teddeDuval,gracias a la nocion de

42 En5.2.5analizamos el mismo ejemplo desde el punto de vista de la dimensiperividadde la

expresién

43 Esta formula contienienplicitamenteun cuantificador universal (Drouhard & Panizza, 2012). Dicho

de otro modo, esta expresada en el regsimbolico, que contiene las escrituras algebraicas y los
simbolos @ operaciones ldgicas (registiiscursivg
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congruenciade representaciones; la segunda, en términos de la nocién introducida por

nosotroenb5.2.5 laoperdividad de unaexpresion

5.2.7.1 Dificultad ligada a lano congruenciale representaciones

La congruenciade representaciones es una nocion aparentemente sencilla. Sin embargo,
no es evidente el andlisis del cumplimiento o no de sus distintas condiciones. Duval

(1995) define esta nocién en base a tres criterios de congruencia:

! la posibilidad de unac or r espondenci de |08 seemeftost i ¢c a 0
significantes: a cada unidad significante simple de una de las representaciones se

le puede asociar una unidad signifieaalementatie la otra

f launi voci dad A s e mBcada undadsignifieantarelemental de la
representacion de partida, no le corresponde mas que una unidad significante

elemental en el registro de la representacion de llegada

1 las organizaciones respectivas de las unidades significantes de las dos
representaciones comparadas conduce a aprehender las unidades en

correspondencia semantica segun el mismo orden en las dos representaciones

En el ejemplo que estamos analizando, las representaciornssn congruentes
porque nces paible asignar a los signos-xy «+ » del registro de partida, unidades
significantes elementales en el otro registro de llegada (primer critedongdeuencia

de representacionesig® - b’ = (a- b) (a + b)o

En otragpalabras, logontenidosle ambas representaciones no son los mismos, en

la medida en que la relacion expresada algebraicamente rexpstédadaen el registro
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de las figuras, sino que debe Berida (por tratamiento de la figurd) Dicho de otra
manea, elcontenidode ambas representaciones es diferente,opjeto representado
(la relacion algebraica) es conservadamentemediante urtratamientode la figura.
Esto se inscribe dentro del problemardeonocimiento identificanté de un mismo
objeto representado en dos sistemas difereptesentado e€b.2.3 en el caso particular

en el que los dos sistemas son diszursvo y el otro no discursivo

Esto significa que ni laperacionde conversionni la conservaciordel objetoson
evidentes para los alumnos, porque requieren un conocimiento de ambos registros a fin
de poder expresar la relacion mediante un tratamienta fiigura. Es lo que ocurre en
general cuando las representaciones naceagruenteslo quemuestra también que la
complejidad de laconversion en el sentido deongruencidno congruenciaes una
variable didactica. Asimismo, muestra la pertinencia deuzar este criterio de
complejidad de la conversioncon el de lostipos de registros ¢liscursivogo

discursivo$ (ver5.2.7) al analizao disefiauna tarea

5.2.7.2 Dificultad ligada a la no conservacion deofgeratividad
de la expresion algebraica

La expresion <a - b)(a+ b) » tiene unvalor operatorio(ver 5.2.5 -para simplificar,
para resolver la inecuaciéra{b)(a+ b)>0- que no posee la figura formada por

cuadrados y rectangulos.

La utilizacion del registro grafico en este caso tiene ensoeneel mejor de los
casosun valor ilustrativg pero de hecho, no tiewalor explicativodel funcionamiento
del sistema algebraic&n particular, no tienealor de pruebaEsto muestra sus limites,

lo cual es importante desde el punto de vista didactico

Este ejemplo muestra la complejiddeé un andlisis de tareas en términos de
transformaciones semiéticadluy especialmente, muestra la necesidad de tener en

cuenta eltipo de registro (discursivo o no discursivy, la complejidad de una

4 Ens5.5tratamosespecificamente $acaracteristicas de otro registro no discursiveegibtro graficq
en particular la necesidad de recurrir a operadores visuales para resolver prdblencatel registro

153



conversidnen términos deongruenciade representaciones y su alcance en términos de
las operaciones semidticas y cognitivas que permit&.gey 5.6 tratamos este tema en
profundidad en el caso de los registgrafico y de lasescrituras algebraicgsen el
capitulo 6 lo profundizamos analizando ursnilia de problemas semibticamente

equivalentes y su resolucion en ambos registros).

5.3 La definicibn matematica

«Hay 10 tipos de personas en el mundo: las que saben contar en

binario y las otras

En matematica existen tres tipos de definiciones prin@phks dadas por un enunciado
que explicita la propiedad caracteristica; las definiciones por recurrencia y las
definiciones por abstraccion.

Presentamos aqui los problemas que hemos identificado como los mas importantes
desde el punto de vista de taansformaciones semiéticgsie sorsolicitadas implicita
o0 explicitamentegpor lacomprension ya utilizacion de las definiciones dadas por una
propiedad caracteristia®.3.1), incluyendoel analisis del caso especial en el dae
misma es formulada en base a unaepresentacidénparticular 6.3.2. Abordamos
también el problema de la comprensién de redefiniciones de objetos definidos con
anterioridad %.3.4.

5.3.1Definicion formulada explicitamente

Cuando la definicion es explicitamente planteada, su formulacion se hace por medio de
lo que después de Laborde (1992), se llamepresentacion compuestdde escrituras
simbdlicas y de lenguaje naturaParanuestro propdsito, hemos encontradotipente
entonces aplicar los criterios establecidos anteriormente @efiaicion en tanto

expresiongconsiderando:

1 los dos aspectos de la significacion identificados5eén5 el contenido que
remite a la identificacion del objeto definido y sus propiedades; y la

operatividad que remite a loug la definicion permite hacer;
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7 los distintos tipos desustitucon (instanciacion tratamiento o conversion
requeridosexplicita o implicitamentepor la comprensiordel significado de la

definicidny su utilizacién en distintos procesos de pensami@et.2.6).

Los analisis que siguen a continuacion son el resulted@ruce de estas dos

dimensiones.

5.3.1.1 Sustituciones requeridas por la comprension y la
utilizacion de las definiciones explicitamente formuladas

En este apartado vamos a analizé&mmo jueganlos diferentes tipos dsustituciéon
(instanciacion tratamientoo conversion en relacion con las dimensionesatstenido
y operatividad de una definicion formulada explicitamenteAdelantamos

esquematicamentas relacioneglentificadas:

!I)e 1120 . De tipo transformacion semidtica
instanciacion
Sustituciones ligadas -
al analisis del ?Segdif[‘fgs del definiens(5.3.1.1.1.
contenido(5.3.1.1.} | YT
o : del definieng(5.3.1.1.2.2.1
Suslucnes 680252 | ol e
(5.3.1.1.2 (6.3.1.1.2] por sustitucion dedefiniendurpor
D el definiensy reciprocamente
(5.3.1.1.2.2.p

Como veremos a continuacionada uno de logipos de sustitucion identificados
cumple funcionesdiferentes segun estén ligadas al andlisis deintenidoo a la

operatividadde la definicion.

5.3.1.1.1Sustituciones ligadas al analisis dehtenido
5.3.1.1.1.1 Sustituciones de tipo instanciaciomel definiens

Cuando se trata de una definicion formulada explicitamente, las ciostis de tipo
instanciacionconsisten en el reemplazo del nombre del obj@édir{iendun por una

instanciacion particular delefiniens Este tipo de sustituciones son fértiles y utilizadas
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habitualmente para comprender las propiedades expresadas por una definicion a partir

de la exploracion y el analisis de ejemplos y contraejemplos.

Asi, por ejemplo, ante la definiciobn general de uraepvectorial se acude a
instanciaciones a manera de ejemplos tales demana recta ef? que pase por el
origen, etc.,y a manera de contraejemplasina recta que no pase por el origen, un

circulo, etc.

Estas instanciaciones sirven para compremdesignificado de las propiedades
pedidas en la definicién, en la medida en que determinar el caracter de ejemplo o de
contraejemplo de una instanciacion requiere examinar esas propiedades como prueba de

aceptacion.

5.3.1.1.1.2 Sustituciones de tiparansformacion seniotica (tratamientoo
conversion del definiens

La propiedad caracteristica contiene toda la informac&oesaria para idefitar el

objeb definido por la misma Sin embargo, esto no es suficiente para que se la
comprenda y se aprecie su alcance. En general, se requieren distintas sustituciones de
tipo tratamientoo de tipoconversiordel definienslas que debe realizar un sujeto por si
mismo o ser presentada®rpel docentecon caracter de ilustracion y de manera

expositiva.

Por ejemplo, la definiciébn del paralelismo desdectas se hace generalmente a

partir de expresiones algebraicas que describen estas rectas:
Unarectd 6 mw+ Qes paralelaf: /.v+Psiw=k.v

En general los alumnosaceptans esta definicion. Sin embargo, a fin de facilitar
la comprensionlos profesores apelan a ucanversional registro cartesianonediante
representaciones de rectas paralelas gengéritas articulacion entre rabas
representaciones también eaceptada por los alumnos, aunque no sean capaces de

realizar laconversiorellos mismos.

Ahora bien, si entre los ejemplos posibles de dos rectas paralelas se elige un caso

con dos rectas coincidentes, a menudo lasdesttes lo rechazan porqueles rectas
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paralelas deben ser diferentekl hecho de que la definicion algebraica incluye como
caso particular dos rectas coincidentes, se hace evidente para estos afilmeasel
registro grafico. En este casda conversionsirve no solo como ilustracién sino que
puede provoca un conflicto cognitivo en virtud de que ambas representaciones
explicitan diferentegsontenidosdel mismo objeto (el hecho de que dos rectas paralelas
puedan ser coincidentes @&splicito en la formulacion algebraica explicito en el

registro gréfico).

Este aspecto de leomprensiénde esta definicion puede ser abordado también
mediante urtratamientosemiotico dentro del registro de las escrituras algebraicas. Sin
embargo, es sabido que analizar si dos rectas parafelzgk.v)+ QyL:/ v+ Psono
no coincidentes es sumamente complejo para los alumnos si uno se mantiene dentro de

este registro.

El recurso ddratamientos semioéticodel definiensde tipotratamientoy de tipo
conversidénpuede en el caso general sergimmo en el casque acabamos de analizar
para comprendeel sigiificado de una definicibnpara comparardas diferentes
propiedades de un objeto, como elemento de control de los significados atréduidos
hacer explicitos aspectos impliticos en el definiets, Paraello, se requiez quela
ensefianzproveade ejemplosrepresatativos que apunted contenido de la definion,
es decir a ladentificacién de los objetos y sus propiedagiegie promueva el uso de
transformaciones semiéticgmra hacer explicitos aspectos implicitos edefiniens
La tarea de comprensi@ncaradgor parte del alumno requiere a su vez gupueda
concebir por si mismo las instangi@nes posibles del enunciado, puquensarlas
representadasn diferentes registros y establecer conclusiones por comparacion de las
mismasDicho de otro modda experiencia con objetos individuales sefpgtres ejes
identificados erb.2.1y la articulacién de registros se revelaignificativos para la

comprension de una definicion explicitamefotenulada.

5.3.1.1.2  Sustituciones ligadas adgperatividad

Entender etontenidode una definicion, es decir sus objetos y propiedades no garantiza
de ninguna manergue la misma seaperativa. La operatividadde una definicion

depende fundamentalmente de la caged desustituir expresiones o representaciones
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por otrasexpresiones o representacioeesel contexto de un discurso matematechn

de hacer avanzar uazonamiento o un calculo (ver capitulo 3)

Las sustituciones ligadas a laperatividad de una definicibn que hemos
identificado sorde tipoinstanciacion(5.3.1.1.2.) y de tipotransformacioén semioética
(5.3.1.1.2.2

5.3.1.1.2.1 Sustituciones de tipanstanciaciondel definiens

Desde el enfoque semidtico adoptado deseamos hacer notar que no se aprecia el
caracter de sustitucionque tiene una instanciacion en el contexto de un discurso

matematico.

La exhibicién de un ejemplo de un enunciado existencial o de un contraejemplo de

un enunciado universal son ejemplos de este tipo:

1 El nimero 8como instanciacion deumeropar permitedeterminarel valor de
verdad del enunciado

Existen nimeros pares que son multiplog de

1 El nimero 6 como instanciacion de nimero penmite determinael valor de
verdad del enunciado

Todos los niumeros pares son multiplogide

En general, apermitir determinarel valor de verdad de los enunciados, estas
sustitucionede tipoinstanciacibnhaen avanzar el razonamiento. Es por eso que las
ubicamos en la dimension de tgeratividad, es decir en relacion con lo que la

definicién permite hacer.

Es intersante notar que segun nuestro analisiss sustitu¢ones de tipo
instanciaciéon cumplen funciones diferentes arlacion conla operatividady en
relacion con elandlisis delcontenido (ver 5.3.1.1.1.): en este cas®irven para

comprender la propiedad caracteristica, en gopral hacer avanzar el razonamiento
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5.3.1.1.2.2 Sustituciones de tipo transformacion semibticatiatamientoo
conversion

5.3.1.1.2.2.1Transformaciones semioticas dalefiniens

La operatividad de una definicion requiere la eleccion tlansformaciones

semiobticas

7 vaélidas en el sentido de que permitan sustituciones de unas representaciones
por otras en el discurso matematico mediante un cambicodtenido e
invarianciareferencial(de manera de garantizar continuidatbyedad, es decir
el progreso en el razonamientor(eapitulo 3) ; y

1 pertinentesen el sentido de conducir a la meta solicitada por la tarea

Ambos requerimientos suponen a su vez la capacidad de elegir los registros de
representacion apropiados para hacer avanzar el razonamiento o el célculo, dexla mism
manera que para las sustituciones de tipnsformacion semidticigadas al andlisis

del contenido.

5.3.1.1.2.2.2Sustituciones del nombre del objeto (definiendun) por eénunciado

gue lodefine (definiens) y reciprocamente

Esta posibilidad de sustitucion reciprasafuncion de la necesidad de un razonamiento
es cognitivamente compleja. Hemos analizado la dificultad de sustitucion de una

expresion por otra en general,®28.5 Como ejemplo, hemos visto que:
Dada la propiedadi®b? = (a-b) (a+b),
sustituira®-b? por (a - b) (a+b)
es cognitivamente diferente que sustituir
(a- b) (a +b) pora* b?
Entendemos que en el caso de defnicion,estassustituciones reciprocas:

definiendum definiens

L
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presentan una dificultad ain mayor que cuando se trata deropi@dad como la

expresada por la identidad algebraica anterior.

Mas aun, esta dificultad es de diferente grado segun el tipo de definicion. P

ejemplo, para una definicion del tipo:
«Aumentar en un t% una cantidad significa multiplicarla(fet/100) »

la sustitucion dedlefiniendurpor eldefiniens
definiendum definiens

funciona mas bien como umagla de accion y suoperatividadestagarantizada de

antemano.
En cambiopara una definicion del tipo:
«Un nameran esimpar si es posible escribirlo coms 2k + 1conki 7 »

la sustitucion detlefiniendunpor eldefinienses mas complejal pensar virtalmente
en un namerm impar, dicha sustituciéon supone concebireldastenciade un namerd
que exprese la relacidha situacion inversa, la de sustituiragnjunto de propiedades
por elnombre del objeto

definiendum definiens

L

es también importante paradperatividady es alin menos evidente para los alumnos.

Por ejemplo, para demostrar que la suma de dos numeros consecutivos es impar, el
procedimiento mas elemental de pensar genéricamente en dos nimeros consegutivos
n+ 1, analizar la suma + (n + 1) = 21 + 1, yreconocer en el resultado un nimero

impar, requiere:
1) Reconocer enrg+ 1 la forma detefiniensde nimero impar

2) Sustituir eldefiniensde niamero impar por elefiniendum
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Estas sustituciones no son de ninguna manera comparables a una regla de accion, y
SN necesarias para aplicar las propiedades conocidas como teoremas mediante un juego

de sustituciones.

En sintesis, a fin de que una definicion gparativa,se requiere tener incorporado
gue estas sustituciones reciprocas s@tidas se requiere tambiéla capacidad de
elegir las que pueden spertinentespara hacer avanzar el razonamieriisto forma
parte del conocimiento de lo que @efinir en mateméatica y no es de ninguna manera

espontaneo.

5.3.2El definiendormulado en base a una representacion
particular

Las definiciones que consisten en descripciones de propiedades dbjain
independientesle susrepresentacioneson bien conocidas, nes necesari@recisar

agui de qué se tratan.

Lo que nos parece importante en esta tesis es poner emn@saicdque algunas
definicionesson formuladas en base a una propiedad deef@®sentacionesle los
objetos y analizar semidticamente lo que esto agrega en complejidednapigensiory

la utilizacionde una definicién explicitamente formulada.
Se dice pr ejemplo que
«un namero es racional si sgcritura decimaks finita o peridédica»

Habrd de notarse que este tipo de definicion supamedefectoun sistema de

representacion particular, en este casistéma decimale numeracion.

Aunque el caréer de numeroacional no cambie al cambiar de sistema, otro tipo
de propiedades si cambian y la definicion puede depender de la base de referencia. Por
ejemplo, 1/3 tiene una escritura ilimitada periodica en el sistema decdz333..0)

pero su esctiira es finita en el sistema triadicod& », lo que significa 83°+1x3™Y).
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Cuando eldefiniensexpresa una propiedad de lapresentacionede los objetos,
impone impliciamente restricciones que juegan sobre la posibilidad de realizar
observacionesle ejemplos y contraejemplosomprender la definicidén y utilizarla en
procesos de pensamiento. Esta imposicion juega de manera diferente en cada una de
esas operaciones, lo que puede ser analizado en términos del tggstiiecion

(instanciaciontratamientoo conversion utilizado.

Esqueméticamente:

o o L Restriccion del grado de libertad en el
Sustitucionesde tipo instanciacion . .
modo de acceso al objeto derencia

o _ _ Imposicion del registro en el que se
Sustitucionesde tipo tratamiento . .
realiza eftratamiento

o _ » Imposicion del registro de salida de la
Sustitucionesde tipo conversion -
conversion

A continuacién explicamos estas caracteristicas encontradas.

5.3.2.1 Restricciones sobre Iaastitucionegsle tipo

instanciacion
Consideramos primero las sustitutés de tipoinstanciacion Como ya analizamos,
estas sustituciones sirven especialmente para analizar ejemplos yepamipos, y en
general para poner en juego las operaciones de observacion, de identificacion de los
rasgos caracteristicos y de desddipcde estos rasgos a través del analisis de casos

particulares.

En el caso general, cuandodeifiniensconsiste en una descripcion de propiedades
del objeto independientesle sus representacioness servacionesienen todos los
grados de libertad piblesen cada uno de loges de variaciéiue identificamos en

5.2.1 el de los datos; el de las inste@wmiones y el de los registros.
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Ahora bien, cuando elefiniensconsiste en una descripcion de propiedades que si
dependa de la representacion del objebay unareducciondel grado de libertad (el de
los registros) pareepresentalasinstanciaciones

Por ejemplo, dada la definicién:
«un numero es racional si sacritura decimaes finita o periddica»
el registroompuestgpara analizar una instanciacion es el de las escrituras decimales

El andlisis linguisticonos ha permitido comparamediante el método de las

diferenciasdebido a Saussu(&973)- una definicion como la anterior con la siguiente:

«un numero es raciah si puede seescritocomo el cociente de dos nimeros

enteros »

Esta definicion también se refiere arégresentaciordel objeto (nUmero racional)
(Asi puede spero no alspendd teo @ngJmegistro particular de
representaciaresto signifi@a que el nimero debe ser expresado como un cociente, pero
sin requerirse un sistema particular pra numeros involucradogos que podrian
escribirse en sistema de numeracion romana u. Meauralmente, debido al sistema
gue usamos en la actualidad, para analizar una instanciacion se va a trabajar en el
registro delas fraccionesperoestono es una condicién expresada pordefiniensi

como en el caso de tkefinicion que presentamastes-.
Finalmente, la definicién
«un numero es racional si es igual al cociente de dos nameros enteros »

no remite aninguna representacion, expresa solamente una condicion de igualdad entre
dos objetosEsto permite diferentes grados de libertad paadizar las instanciaciones,
lo que conlleva diferentes posibles estrategias.

Este analisisnos ha conducidoasi a identificar tres niveles diferentes de
formulacién de la propiedad caracteristica que conllesirategias diferentes en las

sustituciones @ tipo instanciacion El hecho de que alefiniensse formule en base a
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una representacion particular o mediante una propiedad caracteristica independiente de
las representaciones estoncesinavariable didactica de las tareas que demandan una
sustitucid de tipoinstanciacién También lo es, en el primer caso, el registro en el que

se formula la propiedad.

5.3.2.2 Restricciones sobre lagstituciones de tipo
transformacion semioticéiratamientoo conversion

La misma reduccién del grado de libertad opera también en las sustituciones de tipo
tratamientoy de tipoconversioncuando ebtlefiniensexpresa una propiedad el objeto en

un sistema de representacion
Mas precisamentel registrampuestgor la defincion determina:

1 el registro en el que se efectiantl@amientossemioticos detlefiniens

1 el registro de salida de las conversiones semioticas que se efectian en el
definiens

Por ejemplo, ante la definicion anterior

«un namero es racional si su esaatdecimal es finita o peridédica»

Lastransformaciones semidticael definiensse realizan necesariamente en el

registro semiotico de las escrais decimales.

En la medida en que keomprensiory la utilizacion de una definiciéon requieren
recurrir a estadransformaciones semidticaal registro impuestopor la definicion

influye sobre ambas dimensiones.

Naturalmente, esta restriccion del grado de libertad se puede superar, pero esto
requiere a su vez otros tamientos (semibticos o légicos), lo que no reduce la
complejidad sino que la traslada a otro luggZeamo hemos ya analizado en distintos
puntos de esta tesigsl equivalencias que suponen estos tratamientoautomaticas
para el profesor pero de ningumanera para los ahmnos.Lascapacidades para realizar
tratamientos semidticogon invariancia referencial y/o formulaciones logicas que
conserven la verdad requieren una ensefianza esjxialmisma manera que para las

sutituciones de tipmstanciacion, lehecho de quel definiensse formule erbase a una
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representacion particular o mediante una propiedad caracteristicandieepe de las
representaciones es uwmariable didatica de las tareas que demandan una sustitucion
de tipotransfamacion semibticaTambién lo es, en el primer casbregistro en el que

se formula la propiedad.

5.3.3El problema de articulacion de la definicion con las
observaciones de objetos mdiuales

La ensefianza adopta principalmente uno de los dos modos demamior a la
definicion privilegiados: o bien la presentacion de actividades a partir de las cuales,
mediante la experiencia con objetos individuales, la observacion y la descripcion se
deben abstraer las propiedades que caracterizan al objeto quetsediefiir; o bien la
presentacion de una definicion formulada explicitamente que da cuenta de las
condicbnes necesarias y suficientes, y a partir de la cual se podra acceder a su

significado ysualcance (en términos @xtension

Se trata de doaproxmaciores que consideranos procesos de definiciéde
alguna maneraeguncaminos opuestofn la practica ningunse da en estado puro, y
generalmente se requieren distintos nivelesadieulacion, entrelas definicionestal
comosonexplicitamentglanteadapor el pofesor o el libro de textdas observaciones
de lasrepresentacionegparticulares de lagstanciasparticulares del objeto que el
alumno pueda concehpor si mismolas que le son ofrecidas manera de ejemplog,
las deinicionesconstruidas a partir de dichabservaciones.

Consideramos que el problema de la articulacion es en si mismo todo un tema de
investigaciéon. No lo hemos abordado especificamente dentro de nuestro objeto de
estudio. Sin embargo, algunos de los resultadosstiétiio empirico dan elementos para
comprender dificultades de los alumnos relacionadosesos procesos, a la vez que
sugierenuna linea de trabajo para una tal investigacidon. Nos referimos a las
caracteristicade las dscripciones simbolicague realianlos alumnosque tienen para
ellos valor de definiciones pero quedenotanun conjunto de objetos individuales
diferente defue ellosintentan describi(ver capitulo 4)Como sugerimos ef.7.2una

linea de investigacionen didactica se abrey es el del trabajo sobida adecuacion
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entre lagdescripcionesverbales o simbodlicas conjunts de objetos y la capacidad de
control sobredichas descripcione&n la medida en que una definicion matematica es
un tipo particular de descripcion que contiene en general lenguaje verbal y simbdlico
esa capacidad de adecuacion es necesaria para que lasatefinfiormuladasediante
propiedadesestablezcan las propiedades necesarias y suficientes requeridas por la
definicibnmatenatica Esacapacidadambién es necesaria para que se pueda analizar el
significado(la comprensiohde una definidn, establecer sextensiory las relaciones

gue corresponden entre ambos aspectos de una definicién explicitamente formulada.

5.3.4Redefiniciones

El discursomaematicotiene entre una de sus particularidades la de tomar objetos ya
definidos y retomarlos posteriormente en otros cooseyt redefinirlos. Nos interesa

especialmente analizar las siguientesasitonesiesde el punto de vista semidtico:

1 la redefinicion de un objeto matematico mediante un cambidedliens(por

proposiciones equivalentes)

71 la redefinicion de un objeto nahatico mediante un cambio de nombre

(definiendum)

1 la utilizaciobn de una misma representacion para dos objetos mateméaticos

diferentes

5.3.4.1 Definiciones de un objeto dadas por proposiciones
equivalentes

La tradicbn mateméatica considera que damprension dda equivalencia de dos
proposiciones es de naturaleza estrictamente logica o conceptual. Ahora bien, la mayor
parte del tiempo el analisis de la equivalencia logica de dos definiciones de un mismo
objeto mediantgroposiciones equivalentes requiere laizeaion desustitucionesle

tipo transformacion semiotica

Tomemos como ejemplo las diferentes definiciones de proporcionalidad directa.

Tenemos las siguientes definiciones equivalentes:
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91 fes una funcién de proporcionalidad directa si tiene la fd(rya k. X, siendo

k un nimero real

Esta es la mas habitual de las definiciones, utilizada como entrada al tema en la escuela

secundaria

1 fes una funcion de proporcionalidad directa si puede ser representada por una

recta no vertical que pasa por el origen

9 fes una funcién de proporcionalidad directa si cualquieraadaynt nGmeros
reales:
fla+b) =f(a) + f(b)
y
f(ta)=tf(a)
(esta definicibn es puesta en acto espontaneamente en la escuela mediante
procedimientos de los alumnos que se expresan comta<suma la sumay «al

producto el producte) (Vergnaug1990.

Establecer & compatibilidad o equivalencia de estas diferentes definiciones,
explicitamente formuladas o no, demanda tratamiento semiotico -dentro de las
escrituras simbdlicas o poonversiéral registro graficq que queda a menudo a cargo

del alumno.

5.3.4.2 Renombral(diferentedefiniendunfimismodefinien3

Hay también objetos que son definidos con un nortde&niendum)y luego con otro

por medio de una misma proposici@efiniens.

El siguientees unejemplo de Algbra Lineal Un conjunto de dos vectores que
caracterizan un plano que pasa pof ori gen soaun eler wectorasa fH C
direccién» del plan@ al comienzo del curso; y un poco mas adelante, cuando el plano

es considerado como selpacio de un espacio vectoria base» del subespaaio.

Este es un ejemplo en el que se cambimaibredel objetoen virtud de un cambio
demarco(Douady, 1984)
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La complejidad cognoscitiva del cambio de marco reside en comprender la nocién
de base de un subespacio, pero no etraghmiento algebraico para decidir si se
cumplen las condicioneya que las propiedades que caracterizan al objeto son las

mismas en ambos casos.

En general, lasedefinicionesen las que se cambia el nombre de un obgetardan
la misma comiejidad qie este ejemplo deldebra Lineal No se trata de establecer
comparaciones entre proposiciones equivalentes (pabdefinienses el mismh
Tampoco se trata dedefinirrelaciones como cuando un misuhefiniendunse utiliza
en otro marco (por ejemptwando sedefinét r i 8ngul o0 <Elpioblemauna es-
semio/cognitivo a reten@s que un mismo objet@ne dos denominaciones distintas, y
debe ser mirado desde diferentes puntos de vista en cada marco, entre otras cosas por las

relaciones que masetne con otros objetos.

5.3.4.3 Utilizacion de una misma representacion para designar
dos objetos diferentes

El siguientees otroejemplode Algebra Lineal

Si B; et B, son dos bases determinadas de un espacio vectorial, la matriz cuyas
columnas estan formadas por las coordenad8s €e la bas®, es llamada en distintas
Ci r ucun Matgznde icanbio de base (d& a B))0O o IMateznde

transformacion identigh(en las baseB; y B,)o .

Esto lo hace bastante complejo desde el punto de vista semiético: se trata de ver que

una misma matrig representalos objetos matematicos diferentes.

En 5.2.3 analizamos la complejidad detconocimiento discriminantaecesario
para distinguir dos objetos representados en un mismo sistema, cuando pueden parecer
los mismos porque sus representacios@nsimilares No cabe aqui utilizar esa nocion
para describir la operacion de discriminacién porque no se trata de dos representaciones
similares sino de unamisma representacian Sin embargo,si se requierela
discriminacion de los objetos; para lo kagudael canbio de marcoCon la entrada en
el tema de las transformaciones linealasmisma matrizpasa adesignar un objeto

diferente, esta vez acompafiado de un cambio de la propiedad caracteristica (diferente
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definieng. Ahora bien, un objeto siendo caracterizado por las relaciones que tiene con
otros objetos, puede decirse que | os objet:
funci -n identidado son diferentes pero sin
cumplen una funcion analoga en cada uno de los marcos, tienen exactamente las
mismas propiedades matematicas, etc. Dicho de otro modo, ambos objetos son
equivalentes pero no idénticos, a pesar de que sus representaciones bajo forma de

matriz sea lanisma

Es inportante retener la idegeneralde queuna misma escritura o signgpuede
designar diferentes objetos matematicBa ese sentido, lo analizado Br8.4.2se
inscribe dentro de este problegeneral en la medida que aebmbre(definiendur de
un objeto es también una escritura con la que se lo desigrfeemos tratado aparte
porque en tanto representacion tiene un status especial desde el purigtade v

cognitivo.

Lo analizado aqui tiene gran generalidad a la vez que no es posible determinar su
alcance. Cada caso particular merece un analisis especial (piénsese por ejemplo en el
signo A=0 para establ ecer r elnascalgebraieas, num®r

0 para indicar la familia de primitivas de una funcion).

5.4 Conclusiones

Hasta aqui, en este capitulbajo el principio de que laemiosisdetermina las
condicones de ejercicio de laoesis hemos buscado identificar caracteristicas de las
tareas matematicas que favorezcan la puesta en juego de las operacidysesv@eion

y reconocimiento de objetos, y las operaciones discursivas disscripcion y
denominacién (definicignde manera pertimee desde un punto de vista matematico.
Los fendbmenos encontrados enEstudio Empiricanos condujeron a la necesidad de
realizaresteanalisis,a fin de establecdactores de variaciopertinentegpara el trabajo
didactico, especialmente paidentificar condiciones de ruptur@on las definiciones

espontaneas de los alumnos.

Por otra parte, hemos analizado distintos problemas ligados a la comprension y

utilizacibn de una definicion explicitamente formulada, su articulaciébn con las
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definiciones construeb a partir de ejemplos particulares, y los problemas semioticos

ligados a la redefigion de objetos.

Hemos abordadtmdaesta complejidad considerando especialmingaticulacion
de registros de representaci@omo fuente pncipal para guiar el tralpa didactico

Entre otros desarrollos, destacamos los siguientes:

1 mostramos lagransformaciones semioticasqueridas por el reconocimiento de
un objeto individual y por la comprension y operatividad de una definicion
explicitamente formulad@.3.1)

1 elaboramos fuentes de variacion sistematicas para el reconocimiento,
observacion, descripcion y denominacién (definicion) de objetos mateméaticos
(5.2

1 identificamosalgunasvariables cognitivas y didacticas favorables al desarrollo
de la capacidad de los estudiantes de formular descripcienesenguaje

simbalico) adecuadas a los objetos que intentan deg&iBiver también 4.4)

Asi como elEstudio Empiricanostoé la necesidad dealizar estog\nalisis Semiotics)

est® Ultimos mostraronla necesidad de profundizar en las particularidades de la
representaciory el tratamientodentro de dos registros fundamentales para la actividad
matematica: el registrgréafico y el registro deds escrituras algebraicasks lo que
presentamos a continuacion junto con los resultados de una investigacion que explica el

valor instrumental de este andlisis.
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5.5Particularidades de lapresentacioty el
tratamientodentro del registrgrafico

En este aptado abordamos algunas particularidades del reggtifico desde la
perspectiva de articulacion de los Principios 1 y 2 expuestaleh Dicho de otra

manera, presentamos las caracteristicas de este sistema semiotico surgidas de nuestro
andlisis, que resultaron relevantes para identificar aspectos del funcionamiento
cognitivorequerido por labservaciory la descripciénde objetos mateméticos (&rb

hacemos un andlisis desde lasma perspectiva con ekgistro de las escrituras
algebraica3. El estudio nos llevd a identificar diferentes tipos de problemas
relacionados con la posibilidad depresentaciény de tratamiento dentro de este

registro.

En relacién con laepresentacin, hemos identificado los siguientes asfs de
interés:
1 larepresentaciomrafica de puntos que tienen un caractegeateericidad

1 la ausencia de ciertas convenciones y signos que garanticen un funcionamiento
autonomadel sistema;

1 el cardcter parcial de las representaciomgsiestopor el registro, en particular
en relacion con la representacion de objeteacutados

En relacion con la posibilidad dé&atamientos dentro del registro,hemos

identificado comaspecto de interda necesidad de recurrir a operadores visuales

A continuaciéon analizamos todos estos aspectos identificados, y algunas de sus

consecuencias desde el punto de vista cognitivo.
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5.5.1Particularidades de l@presentaciomenel registro
grafico

5.5.1.1 La representacion grafica de puntos que tienen un
caracter de genericad

El registro grafico presenta restricciones semidticas sumamente complejas en relacion
con la posibilidad de expresay posteriormente interpretagl caracter de genericidad

requerido por la actividad matemética.

Contrariamente a lo que ocurre celrregistro de lagscrituras algebraicasen el
registrografico no es suficiente ponemna letrapara representar un punto genérico (ver
5.6.1.].

Para representar graficamente par ordenad@enérico(x, ), la solucion que se
adopta en general es la de dibujar un punto (que no podrd ser otro que un punto
particular) al quese le daun caracter de genericidad, adoptando la convencion de

ponerle ua «etiqueta». Por ejemple& (X, y) ».

Naturalmente, estamarcasno deben tener ningun rasgo de singularidad (por
ejemplo estar en el origen, o en uno de los ejes, 0 en la bisectriz de un cuadrante, etc.).
La semiosis funciona dentro de una configuracion que en este caso se completa con el
Apunt i | | ad o oficdrgambiénmenéricemendas gbscissas y ordenadas de

los puntos genéricos x,(y) »).

La manera de representar un objeto genéigega complejidad a lasatamientos
dentro de este registro, muy especialmente a los diferentes procedimientossvisual
requeridos por la interpretacion de los graficos. Mas adelante tratamos este problema en
el caso particular del uso de un operador visual horizontal para determinar si una

funcién es o no inyectiva (vér5.1.3.).
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5.5.1.2 La ausencia de convenciones y signos gque garanticen un
funcionamiento autonomo del sistema

Encontramos que el sistema grafico no dispone de dos tipos de signos importantes:

1. En primer lugar, signos para representar por ejemplo la desigualdad, o la
igualdad, los cuantificadores, y las preguntas, etc.
Esto tiene como consecuencia que cuando se busca resolver un preblema
formulado en lenguajenixto (natural y simbdlicd por unmétodo gréficola
representacion obtenida por conversion de un enunciado produce
representacioneso congruentegn el sentido de Duval, porque muchas de las
unidades significantesno pueden tener asociadamidades significantes
elementalegpor converson al registro grafico, vulnerando de esta manera el
primer criterio de congruencia de representaciones (un ejemplo de esto es dado
mas adelante cuando se trata de determinar por método grafico si una funcién es
0 no inyectiva, y es profundizado en el taloi siguiente mediante el analisis de

una familia de problemas semiéticamente equivalentes)

2. Este sistema tampoco dispone de signos que indiquen con rigor el
comportamiento de un objeto fuera del m
que se realiza el grafico. Para completar una representacion, se recurre
habitualmente a indicaciones en lenguséural que crean una ilusion derre
del sisteman través de un mecanismo virtual. Por ejemplo, ante graficos como el

siguiente:

se agregan leyendas del tipcompletar sigiendo el sentido del recorrigdpo
bien «si el trazado del graficotodaos bor de s daitin@amealac o, it

mi sma meatrer ao
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Pero el funcionamiento de estas convenciones semidticas no esta bien definido. De
hecho, un andlisis basado en las propiedades figurales de las graficas y la comprension
de «completar y sagr el sentido del recorride plantea problemas mayores. Uno de
los problemas es el ddentificar qué es lo que, precisamenteprtinda de la misma
manera» en el seno de estetado». El caso de Ana Paula analizado en el siguiente

apartado es elocuende este problema.

5.5.1.3 El caracter parcial de las representaciones impuesto por
el registro

Como toda representacion, la representacion graficaeessariamentgarcial. La
parcialidad que queremos discutir aqui se relaciona directamente con lo anasado m

arriba: el marco restringido de wuna fAventan

En el caso de los objetos -aootados esta restriccibn hace que no se pueda
representar el objen todo su dominide definicion. Lanetonimia(del tipo«tomar el
todo por la parte») de la representacion se impone necesariamente ¢Como representar
una parabola por ejemplogue se extiende infinitamenrten su totalidad, en el espacio
reducido de una hoja de papel?

En consecuencia, el qudee» un grafico debe infe a partir de lacualidades
figuralesde la representacion de una parte del objeto, las caracteritizaparte de la

funcién que no esta representada.

En los entornos informéticos, esto se resuelve a través de cambios de escala, del
desplazamiewtde la ventana, etc. Sin embargo, eso manas lejos» para ver aquello
de lo que tenemos necesidad, y sabadénde ir» se vuelve circular cuando no se

puede anticipar estte «lo que tenemos necesidad

Aunque se pueda pensar que en el caso tienggdo de las funciones lineales (0
lineales a trozos) este problema esté bien controlado, la comparacion de los dos dibujos

siguientes muestra lo contrario:
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o

Grafico |

Graéfico Il

Habra de notarse que los dos dibujos representaiselo objetpla funcidon

® o0& p

» xO0&B p

pero expresan diferent®ntenido el Gafico llexplicitala noinyectividad, y el Grafico

Qw

I no la explicita

A continuacién comentamos un trabajo antétiirE s t u d i dnyestivided de | a
una funcién definidk a tr ozoso sobr e é@dfinidaatgokoxeei s de
muestra bien las posibles consecuencias de estas particularidades de la representacion

grafica, desde el punto de vista cognitivo.

5.5.1.3.Resultados dalinvestigaciérsobre inyectividad

En lainvestigacion se presentd a los alumnos de un curso de 60 estudiantes de primer
afio de la Universidad el problema de analizar las propiedades de la fudefimda

mas arriba.

45 Presentado como Seminario ante la Escuela de Verano 1999
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Teniendo en cuentlas escalas y rangos de valores que los estudiantesnutil
habitualmente para dibujar el grafico de las funciones, anticipamos que en general
producirian un gréfico del tipo I, y formulamos la siguiente hipotesigavés del
analisis del grafico, los alumnos van a considerar que la funcion es inyectiva. S
todo, teniendo en cuenta que gran parte de los alumnos atribuyen valor epf8témico
«evidente» (Duval, 1995) a una propiedad observada en el grafico, sin someter a
prueba este tipo de conclusiones.

El 40% de los estudiantes dio una respuesta incarngatoncordante con nuestro

analisis a priori.

5.5.1.3.1.1El caso de Ana Paula

El trabajo de Ana Paulauna de las alumnasesultdé especialmente interesante, porque

ella:

1 afirma que la funciébn es inyectiva a continuacion de un estudio analitico
incompleto (ella esdia la inyectividad sobre cada fragmento de la funcién

separadamente)

1 luego verifica en el grafico (que ella misma trazo):

7

1 vy finalmente hace una tabla de valores que le confirma su afirmacion, en virtud
de los valores elegidos

Lo interesante de esta produccion es que a diferencia de otros alumnos, ella

6 El valor espistémiz es el grado de fiabilidad de lo que esta enunciado en una proposicién (evidente,
cierto, posible, plausible, imposible, absurdo, etc.) (Duval, 1995)
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contrasta su estudio analitico con el grafico y aun con la tabla de valores llegando a la

misma conclusion.
Se considero6 interesante realizar una entrevista clinézaanexdl)

Durante la entrevista, Ana Paula se compromeateuna tarea mas compleja que la
necesaria: frente a un contraejemplo provisto por el entrevisthdoe célculos y

constata rapidamente la falsedad de su conjetura.

Sin embargo, no se detiene alli.98a otros contrajemplos, luego una mamede

obtenerlos, despuéma regularidad, y finalmente una caracterizacion.
El investigador le pregunta para qué hizo todo eso. Ana Paula explica:

« Es ques tuviera que hacerlo de nuevo lo haria mal huevamgmieque antes lo
habia hecho analiticamente, lo habia verificado en el grafico y me dio lo mismo y luego

hice el cuadro de valores y no pusé€-6t2). No comprendo qué hice néal»

Dicho de otra manera, busca en la caracterizacién del conjunto de-eajentpos

una informacion para mejorar su procedimiento de analisis.

En términos semidticos, Ana Paula busca realizar artieulacion de registros
Aunque ella dice <ontrolar» los resultados obtenidos en el registro de los pares
ordenados (porque ante lo habia hecho analiticamente, lo habia verificado en el
gr 8§ f b)elgréfico no la ayudpara darse cuenta de que su andlisis es incompleto, y
tampoco la tabla de valoreé ¢ luego hice el cuadro de valores y no pusge&R). No
comprendo qué hice até ». El contraejemplo en si mismo y su reflexibn sobre los
diferentes registros utilizados no le permite darse cuenta de lo que le hubiera conducido
a una respuesta correcta (hacer wujdi en un intervalo mas grandmnsiderar pares

de valores represtativos en el andlisis y en la tapédc).

El problema de lagstanciaciones posiblede un enunciado en comparacién con
las instanciaciones que analizan los alumnos ha sido tratada anteriormente en este
capitulo (ver sustituciones de tipo instanciaciorbgh6y en los distintos trabajos que

conforman el Estudio Empirico). Muy especialmente, vimos las limitaciones en las
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producciones de los alumnos producto del campo restringidbjdis familiarepara

ellos.

En cuanto a la repsentacion en dlegistro graficq este ejemplo muestra de
manera interesante como el comportamiento de una ¢ueva del marcadonde se
dibuja el grafico es un problema complejo, aun para los alumnos que disponen de

capacidades l6gicas y matematicastéiate avanzadas, como es el caso de Ana Paula.

También muestra consecuencias de las convenciones semidaicesfinidas Por
ejemplo, la convencion segun la cuatodo continla de la misma maneraes
ambigua. Aplicado a los dagraficos presentadosnés.5.1.3(Gl y GIl) da lugar a
considerar el comportamiento de cada una de las semirseasadamentécada una

« continuando de la misma maaes).

En sintesis, el ejemplo muestra que los aspectos identificados aqui sobre las
particularidades de la representacion en el regggtifico tienen consecuencias sobre
las posibilidades dzatamientodentro del registro. En el apartado siguientdizeimos
el recurso de los operadores visuales utilizados habitualmente, junto con algunos de sus
limites, tomando el mismo ejemplie este apartad®resentamos también el aporte de
Duval sobre lasinidades visualeg susconfiguracionexomo elemento pare analisis

semiotico de tareas y para la identificacion de variables didacticas.

5.5.2Particularidades de ldemtamientosdentro del
registrografico

5.5.2.1 Lanecesidad de recurrir a operadores visuales

Como ya dijimos, en virtud de que no existen signos pa&@resentar los
cuantificadores, la igualdad, la desigualdad, etc., en general no se cumple el primer
criterio de congr ueancada anidaleignifi@ame senpledetureac i o n e ¢
de las representaciones se le puede asociar una unidad signifiednte me)(wer a | 0

5.2.7.). En consecuencia, los enunciados mixtos no producen representaciones

congruentegn elregistro grafico
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Esto conduce a emudo a la necesidad de recurroperadores visuales

Es el caso del ejemplo analizado anteriormente %&r.3.). La definicién de

inyectividad de una funcion es:
Una funcionf es inyectiva si cualesquiera sea@y nimeros realesd y Y f(x) | f(y)

La conversional registro grafico de este emigdo no permite representk
cuanti ficaci - nxeficrurad res qrue ®Ireas ¢,e ami

La resolucién gréficase realiza entonces mediante el uso deperador visudl’
horizontal que consiste en pase@ualmenteuna recta horizontal paralela al eje de las

KX »,

Ahora bien, aunque este operador parereél; heredatoda la complejidad de las

caracteristicas de la representacion en este registro identificadas en esta tesis:

1 en primer lugar, la complejidad de representacion dgefericoy el hecho de
gue no existan signos que expresen los cuantifiead(el operador supone
recorrer virtualmenteéodosy cada unode los puntos de un conjunto infinito

representado en la ventana);

1 en segundo lugar, los limites impuestos por catacter parcial de la
representacién en el registro, al tratarse de un ob#cotado. Se trata de
inferir las cualidades de la funcién fuera del marco de la ventana (la
investigacion presentadan 5.5.1.3.1sefiala los lintes de este operador visual

para decidir la inyectividad de una funcién no acotada)

En ese sentido, es importante notar la diferencia entre los dos graficos Gl y Gll en
cuanto a la posibilidad de poder otrazar una frontera

1. en el primer gréafico, seugde trazar una frontera quepae las dos
unidades figurales:

47 diferentes operadores visuales puede requerir el andlisis de un gréafico. Mas adelante utilizaremos el
operador visual vertical, el que junto con el operador horizontal presentado en este capitulo forman los
mas tradicionales de los utilizados en la ensefianza. El juego de variables didacticas debe tener en
cuenta especialmente los limites de estos operagarada exploracion dentro del registro grafico.
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(B e e H/HH -

2. en el segundorgfico, no hay frontera posible:

Este esel puntode vista de lasinidades figuraley susconfiguracionegDuval, 1995;

2002; 2003). Al comparar los graficos, vemos que:

1 las unidadesfigurales son las mismas en ambos casos (una rebigae, la
otraxsubey»); pero

1 lasrelacionesentre estagnidades figuralego son las mismas

En términos de la teoria de Duval, se puede decir que no se trdbs deaficos
diferentes sino deun mismo grafico pero dedos figuras diferentesporque no
contienen la misma informaciénDicho de otra manera, los dos graficos explicitan
diferentes informaciones (tienen diferentesntenidoy porque lasconfiguraciones
visuales(que formanlas unidades figuralesson diferentes: constituyen dos maneras
diferentes de situar una unidad con respecto a la otra.
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5.5.3Conclusiones

Sostenemos que lanalogiay la metonimiarelativas especificamenta aspectos
semidticoddeben ser estudiadas desdeweito de vista cognitivo y didactico, asi como
han sido estudiadas las relativagleasy conceptosEntendemos que se trata de un

problema que abre toda una linea para investigaciones futuras.

El criterio de andlisis en términos dmnfiguraciones visales de unidades
figurales que puedemambiar la informacion efuncion de Igposicion relativade estas
unidades es pertinente para cualquier figura. Por otra parte, en la medida en que
diferentes representaciones de un mismo objeto pueden formalguranibnes
figurales diferentes, diferentes procedimientos visuales son requeridos para su
interpretacion rpirada intencional, deconstruccion dimensional, operador visual) etc
(Dwval, 1994 2005. Por ese motivo, etipo de configuracién visual constituye una
variable cognitiva. Es también unavariable didactica, debido aque puede ser

controlada por la situacion.

5.6 Particularidades de l@presentaciory el
tratamientodentro del registro de l&scrituras
algebraicas

De manera andloga a lo que hicimos conreagdistro grafico, en este apartado
presentamos las caracteristiades este registrqque hemosidentificadq y siempre
atendiendo a los dggrincipios de analisisestablecidos eh.1.1 Organizamos estas
caracteristicas en términos de las posibilidadespiesentaciory tratamientodentro
del mismo, de manera de facilitar un analisis comparativo de amhemass de

representacion.

En relacién con laepresentacidralgebraica hemos identificado los siguientes

aspectos de interés:

1 larepresentacioralgebraica de valores que tienen un caractgedericidad

1 la ausencia de signos que garanticen un funcionamaetdoomadel sistema
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En relacion condstratamientosdentro del registro, encontramos el probleméade

omision provisoria descriturag/ la omisién o sustitucion provisoria de variables

A continuacion analizamos todos estos aspectos identificados, y algunas de sus

consecuencias desde el punto de vista cognitivo.

5.6.1Particularidades de representaciomen el registro
delasescrituras algebraicas

5.6.1.1 La representacion algebraica de valores que tignen
caracter de genericidad

En el registro de lasscrituras algebraicasgssuficiente poner una letiigpor ejemplo

X- para representar un valor que tiene caracter de generididach bien, se suele decir

g U & repgresenta un numeron d e t e r Rrége esthlesid que esa expresion no es
adecuada, y | a s us txirepesenta yn ondmerd dmanera pr e s i - |
indeterminada Lo interesante desde nuestro punto de vista es poner el acento en que

con este aporid-rege descubre que la indeterminacn® se da sobre lggimerossino

sobresurepresentacion.

5.6.1.2 La ausencia de signos que garanticen un funcionamiento
autonomo del sistema

El registro de las escrituras algebraigas contiene cuantificadores, ni los signos
utilizados para la descripcionden conj unt o (por ejemplo (A{}

guepermitan representar una pregunta.

Esto tiene diversas consecuencias en la resolucion de problemas por métodos
algebraicos. En primer lugar, tapresentacion algebraicabtenida porconversiénde
un enunciado-formulado en lenguajemixto (natural y simbdlic)- no produce
representaciones congruentes en el sentido de Duval. La explicacién es que algunas
unidades significantedel enunciado originalno tendranunidades significantes
elementalesasociadas poconversional registro de las escrituras algebraicds la

misma manera que lo que ocurre coreglistro grafice (ver5.5.1.9.
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En consecuencia, l&onversiondel enunciado alregistro de las escrituras
algebrai@sresulta un mecanismo de implicitacion que modifica el olgjetmtado(o
representadp por el enunciado original. Habr4 de recordarse que segun el enfoque
semidtico ado@do aqui-siguiendo a Duval (1995) consideramos el proceso de
expresion de relacionede un enunciado en términds relaciones algebraicas como
unaconversiore nt r e r [ glanted en ecsacignfie los datos de un problema es
la conversiéon de difentes expresiones linglisticas de relaciones en otras expresiones

de esas relaciones en el )registro de una

Desde este punto de vista, el procescatesersiondel enunciado de un problema

al reqgistro de lasscrituras algebraicapresenta:

1 en primer lugar todas las dificultades cognitivas ligadas al hecho general de que

no hayreglas para laonversiorentre registros;

1 en segundo lugar, las dificultades ligadas a Ha congruencia de
representacioneg modificacion debbjeto denotdo por el enunciado, segun las

caracteristicas identificadas y analizadas aqui.
En relacion con esto ultimo, Duval (ibid.) dice:

(...)La dificultad de conversion de una representacion depende del grado de no congruencia

entre la representacién de partida yepresentacion de llegada.

Segun nuestro andlisis, la pérdide unidades significantes en este proceso de
conversional registroes constitutivo de la dificultad d®nversiénen sentido inverso
cuando una vez resuelto el problema la respudstnida debe expresarse en términos

del enunciado origingdDrouhard & Panizza, 2012)
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5.6.2En relacion con logatamientosdentro del registro
delasescrituras algebraicas

5.6.2.1 La omision provisoria descrituras/ la omision o
sustitucion provisoria deariables

Los tratamientosdentro del registro de lasscrituras algebraicasuponen diversos

mecanismos de implicitacion y modutad (Drouhard & Panizza, 20112

Uno de ellos es lamisién o sustitucion provisoride variables y/o lamisién
provisoria de escriturd. Muy especialmente, cuando tehtamiento de una cierta
escrituraconsiste erel tratamiento de una de lascrituras particularescontenidas en

la escrituraoriginal.

Un ejemplo sencillo es el de la resolucion de sistemas de dos ecuaciones con dos
incognitas. Mediante alguno de los procedimientos elementakeataghientoconduce

a trabajaprovisoriamente&onuna sola variable y/o con una sola ecuacién.

Entre diche procedimientos, el método denominado sdistitucion merece un
comentario especial, en la medida en que el mismo encierra toda la dificultad propia de
un fAcambio de variableso. EI cambio de vari
sistema educatdb una entradeoficial como métodopara resolver problemas de
ensefianza superior en el dominio del analisis matematico. Sin embargo, muchos
problemas matematicamente elementales consistesnstitucionesjue involucran un
cambio de variablesaunque no sdos considere de esta manera. Estos problemas

presentan en consecuencia toda la complejidad cognoscitiva propia de dicho método.

El mismo método de sustitucion sirve para ilustrar la idea de omisién provisoria de
escritura (contenidas en unescrituraoriginal). Una vez realizada la sustitucion, la
resolucién consiste en trabajar provisoriamente con una sola de las ecuaciones y una
sola de las dos variables, debiendo a continuacion recuperarse la informacioniperdida
pero implicita en el contextgara @r la respuesta final. Los problemas derivados de

este tipo de pérdidas son de publico conocimiento.
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En términos generales, la fase tdgamiento algebraica@onsiste en mecanismos
de implicitacion y modularidad mediante los cuales se mantiedeniata@n de una
parte de laescritura(la escrituraparticular tratada). La obtencion del objeto denotado
por la formula original requiere de un mecanismo de recuperacion progresiva una vez

obteni do el dsaritargpartictleatdatada. de | a

Otras doscuestiones fundamentales destacamos en relacion cdratasientos

dentro de este registro. Algunos de ellos:

1 mantienen ladenotacion (de la escriturd pero la expresan cosentidos
diferentesa travége escrituragliferentes (como en el caso de lagolucion de

ecuaciones)

1 mantienen lalenotacién(de laescriturd y la expresan con el misnsentido-a
través de una mismescritura pero esta escritura es utilizada agnificados

diferentes (como por ejemplo el caso de un plano que pasa por el origen, cuya

ecuaci-n es wutilizada para 1indicar |l os
Ssubespaci oo en el contexto de mamg mi S mo ¢
(ver5.3.4.3.

La complejidad cognoscitiva de toda la etap&a@amientossupone una gestion de
estos dos aspectos as? como uncit-rmad adné enh o

simbolo tal com, representante de un nimeromdaneraindeterminad45.6.7).

Estos aspectos son sumamente complejos a la hora de realizatalmsentogpero
en caso de poder realizarlos de manera automatica, la necesidad de un manejo adecuado
se pondra en evidencia al momentoimgertar la respuesta algebraica eredaritura
original. Si bien esa posibilidad de tratamiento automatico es la que da la potencia al
tratamiento algebraico, un dominio de estos aspectos sefialados es necesario para que el

tratamiento simbdlico sea un util eficaz para la resolucién de problemas.
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5.6.3Conclsiones

En sintesis,nuestro andlisis conduce a sefalar quog sus particularidades, la
representaciony el tratamientodentro delregistro de lasescrituras algebraicase
basan en mecanismos wheplicitacion y de resolucibmrmodular. La flexibilidad del
sistemapermite el tratamiento de unaescrituramediante pasos que comprometen
ciertos fAm- dul dasrésolugionralgebraidequerela requeeracon de

| os Am- dul o seéscritdre g tleéstas dbmtro dedos enunciados de manera
coherente Por otra parte,na vez resuelto un problerpar medio de una modelizacién
algebraicala respuesta al problema demaraaecuperacion de los diversos elementos
que necesariamente quedaron implicitosc@ivertir el problema al registro de las
escrituras algebraicaskEl capitulo siguiente esta destinado a especificar todos estos

aspectos a través del analisisuda familia de problemas semidticamente equivalentes.
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6 A proposito de los problemas que demandan
conversionegrafico-algebraicas

Las clestiones planteadas en los purids y 5.6 muestran la complejidadtrinsecade

dos registros fundamentales de la actividad matematica: el regiafico y el de las
escrituras algebraicas Estas caracteristicas tienen muchas consecuencias en la
resolucion deproblemas matematicos que derdan unaconversidnentre ambos

registros

En distintos lugares de esta tesis hemos abortiadomplejidad cognoscitiva que
acarrea laonversionde representacioneBestacamofos problemas identificados con
el Estudio Empirico (capitulo €specialmenteon el dispositivode descripciénde una
curva funcional(4.4), en un contexto de comunicacién que compromeiz doble
conversion (registro graficoY lenguaje mixtd registro grafico) y los debidos al
encapsulamiento de registros de representduEnd.6). En todo el Adlisis mdtico
de Tareas Matentiéas hemos encarad@l mismo problemaen relacioncon las
operacionesde observacignreconocimiento y descripcion y en particulaemos
mostrado queel tipo de registro es unaariable didacticade los problemas que

requieren unaonversiorde representaciones.

En este capitulo analizamostras complejidades ligadas a Ieonverson.
Concretamente, analizamos problemamatematicoelegido a fin de mostrarcoémo
juegan las particularidades de los registgpéfico y de lasescrituras algebraicas
identificada por nosotros eb.5y 5.6, enactividades que demandan implicitamente

conversionegntre ambos registros.

Concretamente, presentamos \al@amos un problema relativo a regiones del
plano formulado enlenguaje mixto(lengua naturaly simbdlicg que demanda
implicitamente unaconversional registrografico o al de lasescriturasalgebraicas
segun se adopte un procedimiento de tpafico o de tipo algebraico. También
demanda implicitamente dobleonversiones(sentido directo e inversografico-

algelraicaspara procesos intermedios de calculo, de prueba o de control.
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El analisis tiene un doble proposito.

En primer lugarcomo acabamos de mencionaende a mostrar la complejidad
cognoscitiva de los problemas que suponesnversionesentre los registros

involucradosteniendo en cuenta los criterios establecidos en el capitulo 5.

En segundo lugar, y por la misma via, busca mostrar la pertinencia de dichos

criterios como instrumento de analisis semidtledos problemas matematicos.

El problema a analizar es el siguiente:

Sean dos funciones realés g, tales quef(x) =x°+ 3%, g(x) =X+ 2+ 1,

¢, Cual es la regién del plano definida por el conjunto de pare} tales que
f(x) > 9(x)?

Habra de notarse que el analisis semiético general del problema no depende de las
funcionesf y g elegidas. En ese sentido, el problema puede ser considerado como

representativo de una familia de problemas semiéticamente equivalentes.

Sin embargo, algus@aspectos particulare® visualizacién en eegistrografico se
ponen en evidencia con las funciones elegidas para esta formulacién, y alspeaies
particulares delegistro de lagscrituras algebraicase ponen en evidencia con otro par
de funciores, lo que mostraremos a lo largo de la exposibi@s. adelante presentamos
una variante del problema formulado con doscionesgenéricasf y g, a fin de
establecer la diferencia en complejidad que presenta este agpawioico en

comparacion con la failia de problemas de funcionparticulares.

Nos proponemos analizar las dificultades semiocognitivas de la resolucién del
problema, especialmente las ligadas a las diferemtesformaciones semioticas
demandadagexplicitamente o nopor el problemasegin se aborde una resolucion

grafica o algebraica del mismo.
Se pueden seguir dos caminos diferentes:

fun procedimiento de tipo grafico, o bien
fun procedimiento de tipo algebraico

188



Nuestro analisis sobre estos distintos tipos de procedimiento, tienera en cada

caso:

71 el conjunto de operaciones a realizar a partir del enunciado hasta llegar a una
representacion en el registrgrdfico o de lasescrituras algebraicassegun

corresponda) que permita su resolucion en dicho registro.
1 los procedimientos posibleentrodel registro

1 la necesidad o no de acudir a otro registro en el marco de la tarea (para

tratamientos o controles intermedios)

1 el conjunto de operaciones a realizar a partir del resultado obtenido para

insertarlo en términos del problema original

En #rminos generaletpdos estos procesos requieren una serieadseformaciones
semidticasque difieren en naturaleza segun elisigg elegido para la resoluciéon y
segun la necesidad de la tarea. A fin de analzaomplejidad cognoscitiva de estas
operaciones, y segun lasiterios deanalisisde tareas establecidos en el capitulo 5,

tendremos especialmente en cuenta:

1 las particlaridades del registrogfafico o de lasescrituras algebraicgsen

particular las identificadas en esta teS5isy 5.6)

1 el caracteriimplicito o explicite de las transformaciones semibéticas

demandadas por cada tarb&(4)
1 lacongruenciao node la representacionebtenidas poconversion5.2.7.)

1 la conservaciébn o no de ldenotaciény/o del sentidode la expresién (o

contenidade la representaciodespués de cadieansformacion semiética
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6.1Los procedimientos de tipo grafico

Diferenes pr ocedi mi ent

os de ti

po

cuenta, obviamente, que estos procedimierdemandanimplicitamente (5.2.4.9

conversionesl registro de lasscrituras algebraicgsya que:

1 para hacer los graficos se deben deternpnecisamentéas coordenadade los

puntos de interseccion

gr8fico

puede

 como los procedimientos de tipo grafico no tienen valor de prueba, para

demostrarel resultado se requiertambiénimplicitamente una conversiénal

registro de lagscrituras algebraicas.

Estos limites de los procedimientos de tipo grafico son bien conocidos y no es

necesario detenerse mas en este punto.

Nuestro analisise dirige ahora a establecer las particularidades de tres etapas:

1 la deconversiérdel enunciado del problema @dgistrografico necesaria para su

resolucion dentro del registro;

1 la deresoluciénpropiamente dichay

7 la de insercion de la respuesta oltaren el registrgrafico en términos del

enunciado original

Esquematicamente, encontramos lo

S siguientes problemas en cada etapa:

Etapa deconversiondel enunciado del
problema al registro grafico

Problemas ligados ahracter genéricale
la letrax

Problemas ligados a teo congruenciale
representaciones

Etapa dela resolucionpropiamente
dicha

Necesidad de recurrir a un operador vis|

Necesidad de recurrir eggistro de las
escrituras algebraicas

Etapa de obtencion de la respuesta del
problema original

Necesidad descuperacion de elementos
implicitos ydereinterpretacion de
elementos explicitos
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6.1.1Etapa deconversiodel enunciado del problema al
registrografico

Dado que el problema se refiere a puntos del ptanacterizados por sus coordenadas

el registro de representacion por excelencia es el sistema de coordenadas cartesiano.
Esto podria conducir a pensar que el procesoodeersiondel enunciado al registro
grafico y su resolucion dentro del mismo es dtigamente neutro. Veamos por qué

esto se puede revisar a la luz del andlisis semidtico.

6.1.1.1 Problemas ligados al caracter genérico de la variable

La interpretacion del enunciado utilizando el regigiréfico supone en principio

unaconversiérde una parteel mismd&®

Sean dos funciones realésy g, tales quef(x) =xC+ 3%, g(x) =X+ 2¢ + 1,

gue consiste en graficar ambas curvas en el mismo sistteaiano. La dificultad que
acarrea este tipo de tareas es bien conocida (y depende de la complejidad de las

funciones particulares elegid&s)

Ahora bien, laconversiéral registrografico de la expresion:

el conjunto de pareg,(y) tales qud(x) > g(x)?

pone en juego una caracteristicgada alcaracter genéricade la variablex. En la
medida en que el enunciado original esta expresadiengnaje mixtoy el registrode

llegada de laconversiones elgrafico, estaconversionsupone una articulacion de las

48 A fin de facilitar la comprensién, utilizamos el negro y el gris para distinguir la parte del enunciado
que exonvertidade la que no lo es

49 Maés adelantéen6.1.4 analizamos especialmente el problema semiético/cognitivo de la
representacion de dos funciorgEnéricas
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interpretaciones de lo genérico en los regisgadico y algebraico Seguin nuestro
andlisis, la manera diferente en que lo genérico se expresa en ambos reggstiios
hemos senalado €5.5.1.1y 5.6.1.2 es una fuente especial de complejidad de la

articulacionentre ambos registros.
Mas precisamente, en el enunciado original de este problema:

1 xes una variakl ytiene entonces ucaracter genéricodecimos gracias a Frege
quex representa un numero de manera indeterminada;

1 f(X) y g(x) heredareste caracter dgenericidad

Las unidades significantes<f(x) » y «g(x) » del enunciado original tienen
asociadagrespectivamentainidades significantes elementales el registrografico
(Amar caso c d(r) » ¥ kg(»u redpectsvamente sobre el eje de las
ordenadas). Sin embargo, en la medida en aguellasunidadestienen caracter de
genericidad, también lamidadesasociada$ puntos del eje de ordenadas con etiquetas
«f(X) » y «g(x) » deben tener caracter de genericidad. Paraédtaslas marcascon
« etiqguetas» «f(x) » y «g(x) » no deben tener ningumasgo de singularidad; el Unico
rasgo que pueden y deben tener (en este caso) es el de estar situadas en la zona

correspondiente a las imagenes de las funcioyngs

La solucion que se adopta es la de dibujar un punto (que no podra ser otro que un
puntoparticular) al que se le da un caracter de genericidad, junto con la convencién de

ponerle una etiqueta». Por ejemple (X, f(X)) » y «(X, (X)) ».

La semiosis funciona dentro de una configuracién que en este caso se completa con
el i punt ipérmite graficaii tdnmipiénegenéricamentas abscisas y ordenadas

de los punto (X, f(X)) » y «(X, gX)) »).

Ahora bien, lamanera de representar un punto genérico de la furagbega
complejidad no soélo a estéapa deonversiordel enunciadriginal al registrografico
sino también a la etapa tratamientosdentro del mismo (ve$.5.2, y al momento de
expresar el resultado obtenid@ficamente en términos del enunciado orig(etdpas

segunda y tercer@spectivamente)
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6.1.1.2 Problemas ligados a la mongruenciade
representaciones

El andlisis en términos dmngruenciade representacionems conduce a notar que la

misma parte del enurado original, es decir:

el conjunto de pares,(y) tales qud(x) > g(x)?

no produce unaepresentacidrongruentepor conversional registrografico, porque
dosunidades significanteso tienen asociadasidades significantes elementatas la

representacion deégistrografico:
1 la unidad significante ¥ » de los pares , y) » del enunciado original
{ el signo « » en la esdtura «(x) > g(x)»
entonceso se cumple grimer criteriode congruenciade representaciones.2.7.].

Habr& de notarse ademas que el hechguéel signo «> » no tenga asociada una
unidad en la representacion del registyoéfico obtenida por conversion es
independiente de la expresion original a convertir: a diferencia de la unidad significante
«y» del par X, y) gue en este caso no ap&en la representacion pasnversiornpero
podria aparecer en otro cass signo « » no tiene-en ningln casouna unidad
semibticaque pueda corresponderle en el regigtté@fico, por no pertenecer #&xico
del registragrafico. Esto tieneconsecuencias directas en las posibilidades de resolucién

dentro del registro, como mostramos a continuacion.

6.1.2Etapa dda resolucion propiamente dicha

6.1.2.1 Necesidad de recurrir a un operador visual

Por las razones expuestasrdaolucion graficanecesita raarrir a unoperador visual

vertical (definido erb.5.2.]), que en este caso:

1 recorre vertical y genéricamente el espacio entre las curvas quentpned y
g,
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1 usa caracteristicas espaciales (arriba, abajo,-gteno son signoslel sistema
semiotice.
Este operador es utilizado con facilidad por los estudiantes, y de manera eficaz en un
conjunto de situaciones particulares, lo que les hace suponer que es universalmente

valido.

Sin embargo, la eficacia del mismo estd limitada por las particularidades d
registrografico (en particular por los problemas de representacion gréafica de los objetos
no-acotados expuestos &rb.1.3 y la dificultad cogpscitiva de visualizacién de estos
objetos®. De hecho, si las representaciones gréaficas de las fundigngsson muy
complicadas, este operador puede facilmente conducir a error a un principiante. En esos

casos, es necesario recurrir a oaaversioral registro algebraico.

6.1.2.2 Necesidad de recurrir e¢gistro de lagscrituras
algebraicas

El andlisis que realizamos aqui parte del supuesto de que se trata de una familia de
problemas semiodticamente equivalentelsanalisis anterior muestra los limites de los
operadores visuales para umesolucion internadentro del registro para ciertas
funciones de esta familia de problemas. En estos casos, en consecuencia, el pasaje a una
formulacion algebraica no se restringela necesidad ddemostrarlos resultados
obtenidos por un método grafico o a la necesidadhaléar valores numéricos
particulares del gréafico, sino que puede ser requerido en diversas circunstancias en
virtud de las limitaciones del registgrafico para los tratamientos internos dentro del

mismo.

6.1.3Etapa de obtencion de la respuesta del problema
original

Los procedimientos de tipo grafico no tienen valor de prueba. Si se encuentra una

solucion al problema a través de un procedimiento gréfico, taglas dé juego»

0 Hemos visto dificultades analogas del mismo origen en relacion con el operadontadyien la
investigacion presentada Brb.1.3.1
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matematico exigen que se pueda demostrar el resultaekipyse hace en el registro
algebraico. Sin embargo, siempre dentro de las limitaciones del sistema que acabamos
de analizar, y dependiendo del tipo de curvas y de la relacion estrestaas, es
posible en muchos casos obtener unsaolucion» grafica. En esos casosja
interpretacion en términos del problema original requiere recuperar la variableet

par & Yy) que quedd implicita en la etapa denversién y luego hacer una
interpretacion en términos gares ordenados finalmente en términos deuntos del

plana Como veremos mas adelante, esta etapa es mas coogldgs resoluciones de

tipo algebraico (ve8.2).

6.1.4Un nuevo problema: diferencia entre dos funciones
genéricas y dos funciones particulares

Una mencion especial requiere el enunciado del problema original presentado con dos
funcionesf y g genéricas(utilizado por ejemplo cuando se intenta explicar el método

para el célculo de area entre dos curvas):

Sean dos funciones realéy g ¢Cual es la regidén del plano definida por el

conjunto de parex(y) tales qud(x) > g(x)?

En estos casos, los problemas sefialados anteriormente para el caso de dos fuficiones
y g particulares se debe agregar el siguiente problema de naturaleza semio6tica: cuando
las funcionesf y g son dosfuncionesgenéricas,la representacion de las mismas

presenta tambiécaracteristicas ligadas agenericidad

Esto significa que al momento de representarlas se buscard que las curvas sean lo
mAas representativas dios curvas cualesquieracuando obviamente no podran ser

dibujadassinodos curvagarticulares

No haylugar en esta tesis para desarrollar este problema. Sin embabga de
notarse que el problema de representacion ddwntdon genérica es semidticamente
mas complejo que el de la representacion deumio genérico que hemos analizado.

Esto hace que amilia de problemas con funciones genéricas sea cognitivamente mas
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dificil de abordar que el problema con dos funciones particularesd&seoser tenido

en cuenta a la hora de identificar las variables didacticas.

6.2Los procedimientos de tipo algebraico

Retomamos ahora el problema inicial con dos funciones particulares, para analizar los

procedimientos de tipo algebraico.

Los procedimientosalgebraicostienen valor de prueba y se puede o no hacer
conversiones al registrgrafico como ilustracion o bien @mo elemento de control.
Estas conversiones no sonexplicitani implicitamentedemandadapor la taregero
de gran utilidad. En nuestra opinion la ensefianza realiza a menudo estas conversiones a
manera déustracionpero no toma en cuenta la import@nde desarrollar la capacidad

deconversibrcomoelemento de control.

Recordemos que, segun lo establecido en general para todos los registros

involucrados en la resolucién del problema, cabe aqui tener en cuenta:

71 el conjunto de operaciones a realizgpaatir del enunciado hasta llegar a una
representacion en el registaescriturasalgebrai@asen este caso) que permita

su resolucion en el mismo.
1 los procedimientos posibles para obtener la solucién algebraica

1 la necesidad o no de acudir a onegistro en el marco de la tarea (para

tratamientos o controles intermedios)

1 el conjunto de operaciones a realizar a partir del resultado obtenido para

reinsertarlo en términos del problema original

Nos interesa especialmente mostrar como juegaméasnismos de implicitacion
y deresolucién modular caracteristico de la resolucién algebraica, de recuperacion de
los médulos y de los diversos elementos implicitos para esta familia de problemas con

dos funcionegparticulares(ver5.6).

Formulamos la siguiente hipotesis:

196



Estos mecanismos de implicitacion y de resolucion modular pueden ser explicados en
términos de sucesivasansformaciones semiéticague o bien mantienen ebjeto
cambiando ekentidode la expresion que lo designaoiftenidode la representacion
segun Duval) o bien modifican ebjeto denotadgo representadosegun Duval

obtenido porconversionesio conguentes

La importancia de sostener esta hipétesis es que la dificultad cognoscitiva de la
resolucion de esta familia de problenmmsede ser explicada por la Teoria de los
Registros de Duvakespecialmente la etapa tecuperacion de los mddulos y de los

diversos elementos implicitas

6.2.1Analisis semiotico de la resolucion del problema.
Fundamentos de la hipotesis

De la misma manera que hicimos con el regigtédico, y a fin de fundamentar nuestra
hipotesis, el analisis se dirige ahora a establecer lasytaridades de:

1. la conversiéndel enunciado del problema r@gistroalgebraico necesaria para
su resolucion en el registrg

2. las relacionadas con tasolucion propiamente dicha

Esquematicamente:

Etapa deconversiéndel enunciado del Mecanismos de implicitacion que
problema al registro algebraico producen representaciones no
congruentes

Mecanismos de sustitucion provisoria
variables que cambian el objeto
denotado

Etapa de tratamiento dentro del registro |Mecanismos de omision provisoria de

de las escrituras algebraicas expresiones
Etapa de reinsercion de la solucion Recuperacion de elementos implicitos
algebraica en el problema inicial reinterpretaciome elementos explicitos
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6.2.2La conversiodel enunciado akgistrode las
escrituras algebraicas

En primer lugar, analicemos las diferentesmsformaciones semioticatel enunciado
original necesarias para llegar a una representacion eegistro de lasescrituras

algebrai@asque permita su resolucion mediantettatamientodentro del mismo:

Dado el enunciado original:

Sean dos funciones realieg g tales quei(x) = X2+ 3, g(x) = X+ 2¢+ 1. (,Cudl es la

region del plano definida por el conjunto de pakeg)(tales qud(x) > g(x)?

En primer lugar, notemos que se necdsaasformar la segunda parte del enunciado:

¢Cual
es la region del plano definida por el conjunto de paresy)(tales que
f(x) > 9(x)?

guedando el enunciado:

¢, Cuadles

son los valores depara los cualese verificaf(x) > g(x)?

A continuacion, es necesario convertir el enunceaaterioral registro de lagscrituras

funcionalesgl que seransformaen la siguientescritura

f0) > 9(x)

y quedando elresto de los elementos implicitos

Finalmentea fin de obtener una representacién que permita@atamientodentro
del registro de lasescritures algebraicasla escritura anterior seconvierte en la

inecuacion:

X+ >+ 24+ 1
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Este conjunto de operaciones que constituyesoteversiondel enunciado original
al registro algebraico son realizadas casi autométicamente en el aula, sin tenerse en
cuenta la dificultad cognoscitiva decuperacionde los elementos implicitog de

reinsercionde lasescrituragen enunciados una vez obtenidadsolucion algebraica.

El analisis semidtico de esta primera etag@conversion sugiere tener enuenta
los siguientes aspectos, especialmem@rque permiten explicar la dificultad
cognoscitiva de insercién del resultado algebraico para dar laestapal problema

original i tercera etapay también muchos de los errores de los alumnos:

7 al realizaa conversiérde « (Cudl es la region del plano definida por el
conjunto de parex,(y) tales qué(x) > g(x)? »al sistema de lasscrituras
algebraicasno es posible asociamidades elementalggra expresar la

pregunta, ni para la descripcion dehjunto(de pares ordenados).

1 la unidad significante ¥» del par (X, y) » del enunciadmo se transforman
ningunaunidad significante eleemtalde la representacion alebraica
«f(x) > g(x) ». Se trata de una omision provisoria de la varialjie debida a
requerimientos ddlatamientoalgebraico (que consiste sgsolver una
inecuacion erx). La variable &/ » queda implicita y deberé secuperada
después de la resolucién algebraica (de la inecuacign en

1 la escritura €(x) > g(x) » deja en la sombra el hecho de queslacion entre las
ordenadad(x) y g(x) aparece como umalacion entre las abscisama vez

escrita la inecuacidpara las dos funciones particulares
X+ 3>+ 24+ 1

En este caso, no se trata deraisionde una variable como en el caso de la
variable «y », sino de unaustitucién provisoriajue transforma lascritura

«f(X) > g(x) » en una inecuacion enkEs decir:

La escritura 4(x) > g(x) » essustituida por la escritura
WG+ 3 >+ ¢+ 1»
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Esta sustitucion provisorfancionacomo un cambio de variablegn toda la
complejidad que esto supone, a pesar de tratarse de un prebdemeatal.
Como se analiz6 en6, muchos problemas de matematica elemental poseen
esta complejidad, aunque el cambio de variablesrgeign considerado com
un recurso necesario emtematica superiokn relacion con este punto, nos

interesa destacar lo siguiente:

1 esta sustitucion no camlehobjeto denotado, pero sisgintidode la escritura

que lo designa,;

1 lossentidosleambas escriturason necesargpara dar la respuesta al

problema originaltércera etapa

1 el segundo de losentidoses evidente, en tanto el primero requieydey
interpretar la escrituracd+ 33 > x>+ 2+ 1» recuperando el significado de la
escrituraoriginal (dessustituir laexpresion) M8 s pr eci sament e, pa
la respuesta algebraica en el enunciado original una vez obtenida la solucién de
lainecuacion, se requiere la capacidadeginterpretar) la escritura
«C+ 3¢ > X+ 2¢ + 1» de dos maneras diferentes:

0 como una relacion entre las ordenadas de las dos funéioffes> g(x) »);

o como el conjunto de valores ”eue verifican la inecuacion (relacion entre

abscisas)

En sintesis, laonversiérdel enunciado al registide lasescrituras algebraicassta
pautado por los mecanismos ideplicitacion y modularidadpropios de la resolucion
algebraica que establecimos en Ebprocesade conversiénproduce representaciones
no congruentesn el sentido de Duval que cambian el objeto denotado pauakado
original, manteniendda denotaciérde una partedel mismo: laescritura« f(x) > g(x) »

(ver hipotesisormulada er6.2).

En virtud de la importancia de diferenciar thss objetosvamos a llamar:
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1 Ogal objeto denotado por el enunciado original es detas «egiones del plano

definidas por su abscisaales qud(x) > g(x) »; y

1 O« al objeto denotado por el enunciado wea convertido al registro algebraico

para su resolucion; es decirekconjunto de los valores de que verifica

) >g(x) »

Desde el punto de vista cognitida complejidad generada por las particularidades
semidticas destacadas aqui no se evideneraelproceso mismale resoluciérsino
cuando elobjeto denotadopor el enunciado originallebe ser obtenido a partir del
resultado algebraico, es decir a partir del objetootadgoor laescritura« f(x) > g(x) ».

En particular, se deben recuperar lesdades significantes yos, «f(X) »y «g(x) » y
recuperar lainterpretaciénde la escritura x°+ 3¢ > x°+ 2x %+1» (y todas las que
siguen portratamientq inclui da x<alUX>sle)lconmoiunanréacian

entre ordenadas ) > g(x) »).

Desde nuestra perspectiva, la dificultad en recuperar esit@ea funcionab de la
escritura explica por qué a menudo los alumnos responden incorrectamente un problema
de este tipo so6lo en términos xleesdecir, describiendo el objetdx denotado pofa

escritura final

El conjunto de nimeros reabetales quex<-1Ux>1

en vez de responder en térmimias$ objetoOg denotado poel enunciado original:

El conjunto de paresx(y) del plano que cumplen la relacidfx) > g(x) son

aquellos que verifican<-1Ux>1

El probl ema <cognitivo a comprender es
(denotacion de laescritura particulartratada en el registro algebraico, la obtencién del
objetodenotadopor el enunciado originakquiere de un mecanismo decuperacion

progresivade los elementos implicitog dereinsercionde las escriturasn enunciados

Presentamos ahora los posibles problemasatkemientodentro del registro de las

escrituras algebraicas
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6.2.3Los tratamientosdentro del registro de |l&scrituras
algebraicas

A fin de continuar con los fundamentésniciados en el apartado anteriate la
hipétesis formulada mas arriden 6.2) destacamos dos aspec@wsanalizar en las

distintas etapas deatamientodentro @l registro de lasscrituras algebraicas

1 Los enunciadosf(x) > g(x), f(x)-g(x)>0 y todos aquellos obtenidos por
reescritura de(x) - g (x) (incluido el que expresa el resultado) mantienen el

objetodenotadd O,i pero lo expresan caentidodiferentes.

{1 Las distintas etapas deatamientorequieren la capacidadk interpretaciénde

una misma escriturde diferentes manerdsy de guardarlas in mente para

o realizar controles parciales poonversional registrografico durante la

resolucién; o bien

0 insertar la respuesta algebraica en el enunciado original (por razones
similares a la necesidad d#erpretacionde la escritura obtenida por
sustitucion x+3¢>x*+2x¢+1») en la etapa deconversion del

enunciadesegun analizamos en el parrafo anteyior
Analizamos a continuacion estos dos aspectos:

1 cambio desentidoe invarianciaeferencialde dos expresiongg
1 distintasinterpretacionesle una misma escritura

en cada una de las etapagrdéanmento.

6.2.3.1 Primer tratamiento dentro del registro de escrituras
algebraicas:

Transformar f(x) > g(x) enf(x) - g(x) >0

*1 Problema analogo al analizado ya efac&n con la escriturafx) - g(x) > O», producto déa
conversiordel enunciadriginal al registro algebraico
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Una vez planteado el problema en términos de la inecudipr g(x), el primer

tratamiento( Tio En este registro produce (generalmente) la inecuf@ipng(x) > 0

6.2.3.1.JAspecto sentido/denotacion.

Las dos escrituras tienen evidentemesgatidosdiferentes. Segun sean los tipos de
funcionesf y g y sus relaciones, este cambio slentido se evidencia denmanera
diferente. Por ejemplo, si las funciones particulares elegidas o= x*+ 5 y
g(x) = X*+ 1 entonces se pas@x’+ 5> x’+ 1é aj4> 0!

Es particularmente dificil para los alumnoguardar in mente que la ultima

desigualdad es umalacién entre funciones.

Una posibilidad desde el punto de vista didactico es la de realizar un control por
conversional registrografico, haciendoobservar que la variacion concomitante (ver
5.2.3 de este tratamiento algebraico consistepasar de la comparacién de dos
parabolas a la comparacion de dos rectas horizontales de ecuaciones regpecdtigas

y=0.

6.2.3.1.2Aspectointerpretacic:. fdos miradas de una

Una vez planteado el problema en términos de la inecudcipr g(x), el primer
tratamiento en este registro produce (generalmente) la inecuxjéorg(x) > 0. Es

necesario ver la escrituré(} - g(x) > 0» cono:

{1 una relacion entre lawdenadagie las funcionesf(x) - g(x) » y «0» (siendd la

funcién nula (0(x))

1 una relacion entre las abscisdgs valores dex que verifican la inecuacién

f(x) - g(x) > 0 (siendo ©» unnamero)

Habra de notarse que ezlacion a la capacidad de ver la escritufexke> g(x) » de dos

maneras diferentes analizada anteriormente en comparacion con la etapseision

%2 Este caso particular muestra que dentro de esta familia de problemas semiéticamente equivalentes el
tipo de funcione$y g es una variable didactica.
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del enunciado original akgistro de lasescriturasalgebraias, la mirada funcional es
mas compleja eresta etapa del primdratamientg a causa del @» a la derecha
(funcion 0§)). Esto agrega complejidad al momentte (re) interpretar las soluciones

algebraicas en términos del enunciado original.

6.2.3.2 Tratamientos ulteriores

Los tratamientos ulteriores para resolver la inecuacidfx) - g(x) >0 se obtienen
mediante rescriturage « f(x) - g(x)».

Por ejemplo, si(x) =x3+3x%y g(X) =X+ 2 + 1, la inecuacion

0C+33F) - (C+2E+1)>0
se puede resolver mediante reescritdag’ + 3%°) - (¢ + 2¢ + 1), mediante dos

tratamientoss u ¢ e sThov OF&: fhA

0C+3A)- (C+2¢+1)0 ¥¥i1>00 (x-1)(x+1)

y luego resolvela inecuaciénx - 1)(x + 1) > 0.

Mediante estos sucesivtmtamientos el cambio desentidode la expresién que
designa al objet®, se da mediante cambios skntidode las expresiones que designan
a la funcionf-g. Dicho vulgarmente, en tanto estos tratamientos afesttamenteal
primer miembro de la inecuacién, no modifican denotacién(la funciénf-g), sino la

manera de designarla.

Las mismas consideraciones y observaciones que en el caso precedente son validas aqui
para | a interpretaci - - n fdSesebeniguadat m mentte un a

la mirada funcional y la miradals@ las abscisas en cada paso.

6.2.4Solucion del problema inicidllercera etapa

En la ultima etapa, una vez obtenida la solucidén algebraica, para dar la solucion del

problema a partir del resultado algebraico se debe:
71 (re) interpretar la solucién en términds ordenadas;

1 (re) interpretarlaen términos de las parex, (y) tales que

f(x) > g(x); y finalmente
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1 (re) interpretar los pares ordena@osy) como puntos del plano

En otras palabras, estas distintas interpretaciones son necesarias para obtener el obje
Og-denotado por el enunciado originallé«egion del planpara la cual labscisa de
sus puntozumplef(x) > g(x) »)-, una vez obtenido el objetd, («el conjunto de los

valores de, que verificaf(x) > g(x) »).

Analizamos a continuacion como juegan los aspedestidddenotacion e
interpretacion en esta Ultima etapa, una vez obtenida la solucion algebiaica.
términos desentidddenotacion)a mayor parte de los problemas de algebra elemental

poseen la caracistica del ejemplo analizado aqui:

La fisoluci - -no al gebr ai ©aexpresadog(designads) a ¢

mediante una expresidnas« condensadadel tipo:«x < -1 Ux > 1»>

Como hemos analizado anteriormente, el oljktes la solucion de lascriturapero no

del enuncido original En relacion con la reinsercion de la solucion algebraica para
obtener la solucion del problema originld no conservacion del objetoes
fundamental. Se deberan recuperar todos los elemenpiiitos a fin de obtener el

objeto objetdDy denotado por el enunciado original.

Todas las consideraciones realizadas sobre la necesidad de mantener la mirada
funcional y la mirada sobre las abscisas se ponen en juego para poder reinterpretar la
solucionalgebraica en términos del objeblg | o que consituye | a int

mi radas de una misma escriturabo.

3 se destaca que no todos los tratamientos semiéticos en el dominio del algebra tienen esta propiedad de

dar la solucién de manera mas condensada. Piénsese por ejempiosidamnes de la ecuacion
Z'=1.
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6.2.4.1 Esquema ilustrativo del andlisis anterior

A continuacion analizamos todos los pasos descriptos anteriormente, desde la
formulacién del probleman términos algebraicos hasta la insercion del resultado
algebraico para dar la solucion del problema inicial, para el caso particular de las
funcionesf y g definidas pof(x) = X+ 3¢y g(x) = X+ 2¢+ 1

Por razones expositivas utilizamos uearesentacion graficalel conjuntoOg, y
mostramos en paralelo los efectos de lostratamientos algebraicossobre las
representaciones graficas obtenidasqmmversion utilizando los criterios establecidos
en el capitulo 5observarlo que se conservg lo que no se conservalurante los

tratamientosy lasconversiones(ver5.2.3.

Registro grafico Registrode las
escrituras
algebrai@as

/"A\ Vt
f\ 1] El objetoOg**puede ser « G |f¥>g9(X
aNy| : :
[\ obtenido por tratamiento
RSN 1 P X+ BE> X+ 28+ 1
gréfico a través de un
operador visual vertical a
I partir de las curvaby g
(ver 5.5.2)
Z 1T
El objetoOg puede ser « C [f®-g(x)>0
obtenido por tratamiento ¢
] (C+330)- (C+2x%+1)
través de un operador
NZERRS >0
visual verti@al a partir de
las curvasf - g e y=0 = denotacionOy)
, sentido

54 En todo este cuadro, por abuso de notaciéonres bi mos Ogdbelpaoclaj expr esar Al a
representacion graficdel objetoO g 0
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ZT,

El objetoOg puede ser « C3 [f®)-g(x)>0
obtenido por tratamiento ¢
] x211>0
través de un operador
visual vertical a partir de = denotacion(Oy)

las curvad - gey=0 (la

reescritura dé- g no . sentidopor

reescritura de
(C+3A)- (C+ 24+ 1)

cambia el grafico)

ZT3

idem cuadro anterior « Cq4 |TX)-9g(x)>0

x-Dx+1)>0

= denotacion(Oy)

., sentidopor

reescritura de® 1

ZT,

El objetoOg puede ser obtenido ¢ « Cs|x<-1Ux>1

estos intervalos son interpretado

en términos de ordenad@k®nde = denotacion(O)

f(x) > 9(x)) y luego en términos di _ sentido(mas

pares(x, y) (tales que(x) > g(X)) directo

6.2.4.2 Respuesta:

A partir deO, ={x/x<-1Ux> 1}

1) La fAimirada funx<d-bUxald e lla gserpeéumat &

en términos de ordenadas, y afirmar que:
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f(X) > g(X) siy solo six<-1Ux>1

2) La ordenada ¥ » del par X, y) (desaparecida en tmnversbn del enunciado original
-lengua escritaY escrituras algebraicay debe ser recuperada a fin de interpretar la

escritura anterior

Af(x) > g(x) siix<-1Ux>1 0
en términos de pares ordenados y sustituirla por

fixy) tales quexi (- 9-1)C (1,2) 0
esto da la respuesta al problema inicial:

Og :la region del planen la que labscisa cumplex<-1 Ux> 1

6.2.4.3 Analisis de laxzonversioneposiblesal registro grafico
durante laesolucién algebraica, y de las capacidades
requeridas por cada etapa.

Comentamos a continuacion lesnversioneposibles al registrgrafico, sunaturaleza
y caracteristicas como elementos para la resolucion y el control (ver esquema ilustrativo
en6.2.4.].

C: es unaconversionno demandada por la tarea, los alumnos pueden hacerla para
visualizar la situacién o para tener una idea de la soluciotrggamiento gréaficoa
través de un operador visual vertical a partir de las ctinvgsLa resolucion grafica en

este caso esas orientadora que en IsguientesC,, C3 C4 0 Cs.

C,, C3y C4 tampocoson demandadepor la tarea. Los alumnos pueden hacer estas
conversionscomo medio de control del proceso, o bien cuando no logran interpretar el
resultado de una etapa ttatamientoalgebraico (como cuando encuentras >0»).

En ese caso es necesario que puedan volver al sentido del enunciado que corresponde a
la conver&n (C,, C; 0 C;) en términos de imagenes de funciorleggo hacer un
tratamiento grafico a través de un operador visual vertical a partir de las curvas

correspondientes.
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Cs no es tampoco solicitada por la resolucién algebraica. Si el alumno pudiera
volver al sentido del enunciado (algebraico) en términos de imagenes de funuiones,
tendria necesidad de volver al regiggrafico porque en ese caso, la vuelta al nombre

de las ordenadas estaria disponible

En general, los alumnos tienen que volveremistro grafico para resolver el
problema; pero alli encuentran el mismo problema: la solucion algebraica estando
planteada en términos de(y ocultando la relacién entre ordenadas), la vuelta no se
hace sobre el plano sino solamente sobre el ejesdeacho de otra manera: una vez
resuelta la inecuacion, hay dos problemas de interpretacion que estan blogueados por la
mirada (parcial) sobre las abscisas: uno en el redgigtriasescriturasalgebraiasy

otro al volver al registrgréfico.

La resolcion algebraica demanda por una parte mantenentépretacion
funcional (lo que es dificil porque las diferentes formulaciones del enunciado son
planteadas en términos de absgigagolvidando» la relacion entre las ordenadas); y
por otra parte, deamda recuperar lasdesaparecidas endanversiériengua escrita

escrituras algebraicas

Cadaconversional registrografico demanda también manteneritderpretacion
funcional lo que, generalmente, es bastante complicado, dado quanlarsionse
realiza sobre el eje de las/ no sobre el plano. Entoncss hace intervenir un cambio

de dimension.

Las relaciones entre los diferentes graficos (que se correspondenrpersion
con las escrituras resultantes de lwatamientos algebraicosTé T,) plantean
problemas mayores: como hemos discutido ya, la experiencia indica que la expectativa
de los alumnos es la de conservacion no solmbeto denotaddg del plano sino
también de lananerade remitir a este objeto (vé&r2.3.1.2. Esto plantea problemas
importantes en lo que se refiere a la interpretacion y la visualizacién (por medio del

operador visual vertical).
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6.2.4.4 Conclusiones

Hemos encotrado aqui una dificultad particular depérdida de sentid8% evocada
habitualmente en relacién con taodelizacion algebraica En comparacion con un
problema verbal a dos variables cuya escritura de las relaciones obligastuenzo
conscientede reasignacion de objetos, en el caso analizado aqui la escritura de
relaciones entre ordenadas términos algebraicos no obliga a ningun esfuerzo para
explicitar las relaciones en términos de abscBa$o de otra manera, el esfuerzo seria

darse cuentadeeste pasaje de las ordenadas a las abscisas.

Es este caracter automatico de la modelizaciébn lo que plantea en este caso
problemas especificos dgérdida de sentide del problema original. La posibilidad de
recuperar el sentido al final del trabajo (arahte la resolucion, si se hacen
conversiones por control) supone la disponibilidad de las dos mifadagnal y sobre
las abscisasy de poder hacer remontar al primer plano una u otra vision segun las

necesidades (alu@o al balanceo figurbondo dela Teoria Gestalt).

Todo esto muestra que #@bo de registro en el cual se plantea esta familia de
problemas constituye una variable didactica, lo que ya habiamos establecido en general
en relacion con los problemas diescripcionde objetogver 5.2.7. Muy especialmente,
las estrategias de resolucion requieren discriminar qué es lo que se conserva 0 no por
medio de unaransformacion semioticgel objeto o la manerade remitir al objeto).

Dado que segun ldfpos de funcionesy sus relacionessta manera de remitir cambia

considerablemente, éstos también constitwaiables didacticas

55 Recordamos aqui que escribimosewtido» cuando utilizamos esta palabra con la significacion
tradicional en didactica, ysentido» cuando lo utilizamos con la significaai dada por Frege
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7 Conclusioney Perspectivas

Nuestro interés en el problema de la definicion se origind en trabajos anteriores sobre el
razonamiento matematico, realizados edaminio del algebra. Como describimos en

el Capitulo 1, encontramos un desfasaje entre ciertos procesos «espontaneos» de
definicion de los alumnos y las modalidades de definicién pertinentes desde el punto de
vista mateméatico. Mas precisamente, encortgaque ciertos procesos de observacion

y descripcion de los alumnos modulan sus definiciones espontaneesngmension

las que consisten eagrupar los objetos observados bajo una misteamominaciony
mediantepropiedadesgue raramentearacterizanel dbjeto que se intenta definir, en

tanto no capturan los rasgoscesarioy suficientes

El andlisis de la literatura cientifica mostré la complejidad de la definicién desde el
punto de vista de la ensefianza, y la diversidad de perspectivas desdeelksnesteal
objeto complejo puede ser abordado. Vimos en particular caracteristicas muy diferentes
segun el nivel educativo y el dominio de conocimiento en el que se trate este problema.
A pesar de que diferentes autores trabajan sobre la definicidn, lopgralifeeren
porque se refieren a objetos distintos, aunque los discursos porten sobre la ensefianza de
la definicibn como si se tratara de un problema con un significado Unico y compartido.
Desarrollamos algunas categorias de andlisis que nos permitenparar los trabajos
y ubicar el aporte de esta tesis. Nos interesa destacar aqui una de las ideas surgidas de
este analisig$ también presentado en el capituloyles el de la pertinencia de tratar
diversos aspectos de la definicion de mamenasversala los contenidos. Entendemos
que esta perspectiva permite abordar problemas que no se identifican facilmente al
centrarse exclusivamente en la definicion de un contenido particular. Otro aspecto que
marca nuestro aporte en comparacion con los trabajogateautores, es déecho de
gue la mayoria de los trabajos se centra principalmente en la relacién entre las
definiciones matematicas y l@®nceptosque ellas definen, y en menor medida en la
relacion con losobjetos que la definicibn determina, aspectjue abordamos
especialmente en esta tesis. Por otra pada]iferentes autores otorgan un papel menor

a las representaciones, en la medida en que el aspecto representacional de las tareas
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administradas a los alumnos para estudiar sus concepcionesonoaes en cuenta en

el andlisis de los resultados. Por dltimo, no se registran estudios cogmjtieos
indaguen el rol de la tipicidad en los dominios numérico o algebraico, aspecto
importante de nuestro trabajo; lvabajos se refieren a la tipicidad ehambito de la

geometria y de las funciones matematicas

A continuacion presentamos los principales resultdédsstrabajosrealizados: el
Estudio Empiricdcapitulo 4) y los Analisis Semidticos que componen el capitulo 5.

7.1 Estudio Empirico

Un primertrabajo realizado en el dominio del algebra nos condujo a poner en evidencia
algunos fendmenogle los razonamientos de los alumnamzonamientosque
distinguimossegun si sorigados fumlamentalmente a un lenguajeson producidos

sdore la base de los mtos de laexperiencia (Duvall995). Encontramos que ciertas
caracteristicas de logrocesos descriptivosde los alumnos y las limitaciones del
campo de los objetos familiarespara ellos,modulangran parte de sus procesos
«espontaneos» de categorizacign denominacion (definicion)de los objetos
matematicos.Mas precisamente, encontramos que sus operaciones discursivas de
descripciora menudason basadas exsociaciones linguisticade propiedades de pocos
ejemplos representados en un solo registro, gj® concebidos espontaneamente
dentro del campo restringido de los objetos que les faomliares generalmente
instancias tipicas del objeto matematico o del enunciado de referencia. Como
consecuencia, los procesos de categorizacion de los aluariapoblacidon estudiada
responden en gran medida al modelccdeegorizacion por prototipofKleiber, 1990;
Rosch, 19767 versky & Kahnemanl974) y hs definiciones adoptan las caracteristicas
de las definiciones naturales, muy especialmenteefaicion tipica (Duval, 1995)
Encontramos también evidencias de dificultad @areeder a los distintasiveles de
articulacion discursivarequeridos por el razonamiento matematen,virtud de una
focalizacion de la atencion en los objetos y sus descripciona&l([1999); en base a
esta interpretacion explicamos diversos procedimientos ligados a la validacion, en parte
inexplicados en términos conceptuales o de Inilee racionalidad Identificar estos

aspectos del funcionamiento cognitivo de los procesos «@s@ms» de categorizacion
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y denominacion mostré la necesidad de familiarizar a los alumnos con nuevos objetos y
con diferentes maneras de observarlos y describirlos. Esto orienté los trabajos
posteriores del Estudio Empiricalestinado a indagacbmo se maifiestan las
operaciones constitutivage los procesos de definiciémle objetos matematicos
reconocimientp observacion descripcion y denominacion Muy especialmente,
buscamosdentificar las caracteristicas de lemecanismos de sustituciorfde tipo
instanciacién, de tipo tratamientadg tipo conversion) utilizadoBuscamosdentificar
fendmenos asociados a tales operaciones a través del andlisis tanto de los
procedimientos «espontaneos» como de aqustibsitados explicita o implicitamée

mediante tareas disefiadas.

Los trabajos realizados en el marco de este Estudio Empirico comprometen el uso
de diferentes registros de representacion ante tareas de muy diferente naturaleza y
contextos matematicos diversos. lfeadbmenos identificaddieron presentados en el
capitulo 4. A continuacion presentamos una sintesis del Estudio, y describimos los

fendmenos mas importantes identificados.

7.1.1Sintesis descriptiva del Estudio Empirico

El Estudio Empirico muestra la necesidadgdstar una ruptura con las definiciones
naturales, en particular con d&finicion tipica,a fin de que los procesos de definicion

se adecuen a los modos pertinentes de definicion en matemaética.

Muy especialmente, se desprende del Estudio la necesidad desbpeedr el
estadio de las generalizaciones espontaneas que consiste en condensar los objetos
individuales por medio de asociaciones locales y pardiasadas en observaciones de
rasgos no representativos de las propiedades de un obgstde Duestra perspectiva
esb se produce y se perpetlda porque no hay un trabajo especifico destinado a la
observaciény la descripcionde objetos, hipotesis que sostenemos en esta tesis para
todo lo que concierne a la definicién de objetos. Si se producen estas categorizaciones y
definiciones espontaneas sin control y se perpetuan, es porque no se ha dado lugar a una
construccion y deconstruccion por observacion de nuevos obosgntativos de las

instanciagosiblesde un objeto matematico.

213



Es por eso que en una segunda parte de la tesis, encaetresotros analisis
semidticos un Analisis Semidtico de Tareas Matematicas, destinhdesarrollo de las
capacidades dexploracion observacion reconocimientoy descripcionde objetos
«individuales» en sus diferentes representaciones, y al tratamiento semiotico de
enunciados mixtos (lenguaje natural y simbdlico), en particular las definiciones. Por
razones metodoldgicas, hemos buscado identificar caracteristicas de las tareas que
promuevan ge un sujeto pueda por si mismo observar variaciones de manera

sistematica, ensayar estrategias de control y establecer conclusiones.

Por otra parte, se desprende del Estldigpiricola necesidad de trabajar sobre la
adecuaciorde lasdescripciones a cquntos de objetos y la capacidad de control sobre
las mismas. Efendmeno identificado en este Estudio sobredscripciones que las
escriturasdenotan conjuntos mayores que los que los alumnos intentan describir
motiva esa necesidada importancia diactica de esto reside en que dicha capacidad de
adecuacion esonstitutiva de los procesos de definicidbn de objetos matematicos, en la
medida en que una definicibn matematica espmparticular delescripcion

A continuacion describimos sucintamentks fenomenos encontradas
especialmente aquellos comunes a los diferentes estudios, destacando que comprometen

diferentes areas de conocimiento (aritmética, algebra y geometria).

7.1.1.1 Definicién por tipicidad y sus efectos

De la misma manera que en el domidel algebra, encontramos en otros contextos
descripcionegjue tienen para los alumnebkvalor dedefiniciones pero que a menudo
guedan atrapadas en los rasgos rdpresentaciones particularedel/os objeto/s
individual/es analizado/s. Identificamos tambmanifestaciones de lefectosde estas
«definiciones espontadnegsalgunos de ellos caracteristicos de las definiciones por

tipicidad Entrelos mas importantes:

fel fendbmeno de apareamienteconocimiento de un objeto basairictamentesn el

rasgo identificad® aceptacion si dispone del rasgo y rechazo en caso contrario
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fel fendbmeno deherencia, segun el cuako que es valido para un individuo es valido
paratodoso ( por e lgeesnpoht@ejempgld de ana clase establecida mediante

una«definicién espontdneaentoncedodala clase es contraejemplo)

f{falta de articulacion entre laslefiniciones espontaneaproducidas por los alumnos y

otras definiciones del mismo objeto

fdificultad para reconocer el caracter hereditde una propiedad universal

7.1.1.2 Problemas debidos a la (falta de) disponibilidad de
objetos matematicos

En los diferentes estudios realizados, la falta de disponibilidad de objetos matematicos
es a menudo la fuenterincipal de imposibilidad de resolucion satisfactoria de una
tarea. Hemos encontrado dificultades para encoejemplos y contraejemplos de
enunciados algebraicos, para el reconocimiento de un objeto (individual) como
perteneciente a una clase de olgetopara la aceptacion de un objeto (individual) como

contraejemplo de un enunciado verbal

7.1.1.3 Fenomenos ligados el alcance de las descripciones
basadas en observaciones

Las descripciones de propiedades de objetos matematicescritura simbdlicay/o
lenguaje naturalhan mostrado en este Estudio Empirico otro fendmeno ligado a la
relacion entre las operaciones ddbservaciony descripcion A menudo, las
descripciones realizadaen lenguaje naturab simbdlice son adecuadas a los objetos
observados, gro no los caracterizan, en el sentido de que otros objetos caen dentro del
alcance de la descripcion.

Este aspecto ligado al alcance (imprevisto) de ciertas descripciones verbales y
simbdlicasi en particular las definicione®s uno de los fenbmenos méasgportantes
identificados en esta tesis a traves del Estudio Empirico, y fundamental para interpretar
los procesos semioticos constitutivos de los objetos matematicos que construyen los
alumnos.En general este fendbmeno se inscribe dentro de los probtem@dalta de)

articulacion de diferentes registros semidticos, en tanto los alumnos fratan
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indebidamente estas escrituras como si fueraaracterizacionesdel conjunto de

objetos observados, o como nuevas descripciones de un objeto obtenidas mediante
conversionde registros. La mayoria de las veces se observa una falta de control por
parte de los alumnos. En ese sentido, hemos encontrado que, a diferencia de los
contextos en los que estas descripciones se realizan de manera espontanea, ciertos
contextosdescriptivosque requieren laonversiénde registros de representacion en
contextos decomunicacion(en el sentido de Brousseau) muestran su pertinencia

didactica.

A continuacion presentamos los resultados mas importantelsdénalisis

Semidticos reatiados y pesentadosen el capitul® de la tesis.

7.2Analisis semioétice

A través de los distintos analisis semioticos realizados en este capitulo, identificamos
variables cognitivas y didacticas intrinsecamente ligadas a la semiosis que derivan de la
hipotesis de quéas representacionesemioticasy sustransformacionegienen un rol
fundamental etos procesos de definicidie objetos matematicos.

Hemos tenido en cuenta que la naturaleza derlosesos de definiciéde objetos
matematicos es diferente segun las definiciones sean 0 no expresadas explicitamente. Es
por eso que el trabajo fue realizado y organizado teniendo en cuenta la exigencia
cognitiva que demanda:

a) la observacibn y el reconocimiento de objetostematicos individuales
representados en registros semiéticos particulares, y su descripcion en términos de
conversiones otros registros; la importancia de esto reside en el hecho de que de un
registro a otro loxontenidosde las representaciones de uismmo objeto no son los
mismos y no explicitan necesariamente las mismas propiedades del objeto representado.

b) la comprension y operatividad de una definicion enunciada explicitamente; y

c) la articulacion de estas operaciones cuando los objetos soremiests a la vez
mediante ejemplos y mediante definiciones formuladas explicitamente. Esta articulacion

se traduce por la autonomia de un alumno para comprender rapidamente, tomar
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iniciativas en la resolucion geoblemas y controlar €l mismo sin necesidadsolicitar

la ayuda de alguien (profesor u otro comparfiero)
Esto nos conduja organizar el trabajo en base a:

1 un analisis de las tareas matematicas que favoteexploracion, observacion

y reconocimientale objetos individualelwer7.2.1);

1 un andlisigde lastransformaciones semioticasie subyaceala comprension y

utilizacién de una definicion explicitamente formuldder 7.2.2);
lo quea su vemnos condujo a la necesidad de incorparatercer estudio:

1 que consiste en un analisismioticode las particularidades de dos registros de
representacion especiales: el regiggrafico y el registro de lasescrituras
algebraicas y en identificaraspectos de la complejidad de tareas matematicas

que involucran ambos registros, en particulaarsiculacion(ver 7.2.3.

Los resultados de este analisis son presentados en el capitulo 5. A continuacion los

sintetizamos siguiendo la organigat mencionada.

7.2.1Analisis semiodtico de tareas matematicas

1 La necesidad de ofrecer factores deadn relevantes para observexplorar
y describir unobjeto «individual» en sus diferentes representaciones nos
condujo en primer lugar a estudiar elaeacimiento de objetosirdividuales»
y de relaciones antes y después de tmasformaciéon semidticay a
profundizar en las dos capacidades necesarias establecidagvabr(2006 a)
para el reconocimiento de objetos: el reconocimiento identificanted y e
discriminante. Estudiamos estas capacidades en el contexto de todas las
transformaciones semidtisa que, conservando el objetodefiotado o
representadpcambian ekentidode la expresion que lo desigreiitenidode la
representacion semidtica). De eesinalisis resultd como variable tgho de
reconocimiento (identificante /discriminante)de objetos y de relaciones antes

y después de unmansformacion semiétigay distinguimosespecialmente las
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tareas que ponen en juego: a) el reconocimiento identificante de un mismo
objeto representado de dos maneras diferentes en el mismo sistema (a través de
un tratamientqd; b) el reconocimiento identificante y el reconocimiento
discriminantenecesarios para la comprension de lo que se conserva y de lo que
no se conserva entrelas imagenes de dos representaciones obtenidas
mediante untratamiento en un registro, porconversiéna otro registro.
Sugerimos que este criterio debe ser cruzamktepormente con el dgo de
registros (discursivosy no discursivops puestos en juego en umanversion
(criterio expuesto mas adelante), en la medida en que los registrassivosy

no discursivosrequieren estrategias muy diferentes para las whubes de

reconocimiento mencionadas, como muestra toda la teoria de Duval.

Como ya se ha discutido ampliamente en el capitulo 3, comprendimos con la
tesis de Frege que es el mecanismosdstitucionel que va a explicar el
razonamiento matematico y el cdlo, numérico o algebraico. Duval profundizé

esta idea con su aporte sobre la potencia de los signos pertenecientes a un
sistema semioético en términos de la capacidad de sustitucion de unos signos por
otros y de las posibles operaciones de composiciore eflbs, aporte que
reconoce como posible gracias a desarrollos posteriores a Frege. Nuestra
necesidad de identificatiferentes tipos de sustitucion fue inspirada en todos
estos aportes a la comprension del progreso discursivo en matemética, en
términosde la sustitucién de unas expresiones por otras con difexemtieloe

invarianciareferencial

Fue asi que, al considerar los razonamientos ligados fundamentalmente a la
utilizacion de un lenguaje (Duval, 1995) nuestro andlisis nos condujo a
distinguir restipos de sustitucioni entendida la sustitucion como reemplazo de
una expresion por otralas sustituciones de tipinstanciacién de tipo
tratamientq y de tipoconversion Esta distincidn permite explicar mecanismos
totalmente diferentes del razonamio matematico, y observar que segun la
tarea (de célculo, de validacion, de explicacion, de descripcion, etc.), el

razonamiento ha de privilegiar uno u otro.
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